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Рассматривается проблема получения дифференциальных уравнений, определяющих вековые
возмущения орбитальных элементов в многопланетной системе в случае, когда центральная звезда
теряет свою массу изотропно, а массы планет могут изменяться анизотропно, что приводит к по-
явлению реактивных сил. В качестве модели многопланетной системы используется классическая
задача (n + 1) тел переменной массы, когда n тел движутся вокруг центральной звезды по квазиэл-
липтическим непересекающимся орбитам и взаимодействуют друг с другом в соответствии с зако-
ном всемирного тяготения. Предполагается, что массы тел изменяются с различными скоростями,
причем законы изменения масс считаются произвольными заданными функциями времени. По-
лучены дифференциальные уравнения движения тел в оскулирующих элементах апериодического
движения по квазиконическим сечениям, соответствующие планетарным уравнениям Лагранжа.
Обсуждается алгоритм вычисления возмущающих функций в виде степенных рядов по малым па-
раметрам и получение дифференциальных уравнений, определяющих вековые возмущения орби-
тальных элементов. Все необходимые символьные вычисления выполняются с использованием
системы компьютерной алгебры Wolfram Mathematica.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Классическая задача многих тел описывает
движение материальных точек постоянной мас-
сы, взаимодействующих друг с другом в соответ-
ствии с законом всемирного тяготения, и явля-
ется базовой моделью небесной механики (см.,
напр., [1,2]). Дифференциальные уравнения дви-
жения тел можно легко записать на основе вто-
рого закона Ньютона, но получить их общее ре-
шение в аналитическом виде в случае трех и бо-
лее тел не представляется возможным. Исполь-
зуя современные компьютерные системы, можно
найти численные решения уравнений движения
на достаточно больших интервалах времени (см.,
напр., [3,4]). Однако численные решения не поз-
воляют получить достаточно общих результатов,

поскольку такие решения не могут быть найдены
для всех возможных начальных условий.

Используя методы теории возмущений, мож-
но исследовать эволюцию и устойчивость систем
многих тел и получить более общие аналитиче-
ские результаты (см. [5–10]). Такие исследования
обычно связаны с выполнением весьма громозд-
ких символьных вычислений, что стимулирова-
ло разработку соответствующих аналитических и
численно-аналитических методов и алгоритмов
(см., напр., [11–16]). Следует отметить, что в ука-
занных работах все параметры небесных тел счи-
таются постоянными.

Учет нестационарности тел, например, зависи-
мости их масс от времени (см., напр., [17–20]),
приводит к существенному усложнению задачи
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многих тел. Даже в задаче двух тел, общее ре-
шение которой при постоянных массах хорошо
известно и может быть использовано в качестве
первого приближения при исследовании планет-
ных систем, найти аналитическое решение урав-
нений движения удается только в специальных
случаях (см. [21]). Поэтому исследование неста-
ционарных систем многих тел требует построе-
ния точного решения соответствующей нестаци-
онарной задачи двух тел и обобщения классиче-
ской теории возмущений (см. [22–24]). Специ-
альные случаи задачи трех и четырех тел перемен-
ной массы рассмотрены в [25–31].

Целью данной работы является исследование
динамической эволюции планетных систем в об-
щем случае (n + 1) тел, когда центральное тело-
звезда P0 теряет массу изотропно, а массы планет
P1, ..., Pn могут изменяться анизотропно, что при-
водит к возникновению реактивных сил. Мас-
сы всех тел являются заданными функциями вре-
мени m0 = m0(t),mi = mi(t), i = 1, 2, ..., n, при-
чем скорости их изменения различны, а сами те-
ла притягивают друг друга в соответствии с за-
коном всемирного тяготения. Мы ограничим-
ся наиболее простым случаем планетной систе-
мы, в которой планеты движутся вокруг звезды
по непересекающимся орбитам [22, 33]. Основ-
ное внимание уделяется обсуждению вычисли-
тельных задач, возникающих при получении пла-
нетарных уравнений Лагранжа, разложении воз-
мущающих функций в степенные ряды по ма-
лым параметрам и определении эволюционных
уравнений для орбитальных параметров. Отме-
тим, что для решения таких лучше всего исполь-
зовать системы компьютерной алгебры. В данной
работе все символьные вычисления выполняют-
ся с помощью системы компьютерной алгебры
Wolfram Mathematica [34], которая имеет удобный
интерфейс и позволяет легко комбинировать раз-
личные виды вычислений. При этом для выпол-
нения описанных в работе вычислений можно
воспользоваться и другой системой компьютер-
ной алгебы в зависимости от предпочтений ис-
следователей.

2. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Предполагая, что начало координат совпада-
ет с центром наиболее массивного тела P0 и ис-
пользуя относительные декартовы координаты
�ri = (xi, yi, zi), уравнения движения тел P1, ..., Pn
можно записать в виде (см. [22, 27, 32])

�̈ri +G(m0 + mi)
�ri

r3
i
= �F(r)

i +

+

n∑
j=1( j�=i)

m j

(
�r j − �ri

r3
i j
− �r j

r3
j

)
, i = 1, 2, ..., n, (1)

где G – гравитационная постоянная,

ri =

√
x2

i + y2
i + z2

i ,
�F(r)

i =
ṁi

mi
�Vi,

ri j =

√
(x j − xi)2 + (y j − yi)2 + (z j − zi)2,

а точка над символом в уравнении (1) означа-
ет полную производную соответствующей функ-
ции по времени. Реактивные силы �F(r)

i в урав-
нении (1) появляются вследствие неизотропного
изменения масс тел и зависят от относительной
скорости �Vi частиц, покидающих тело Pi или оса-
ждающихся на нем.

Поскольку найти общее решение системы (1)
не представляется возможным даже при посто-
янных массах тел, для ее исследования восполь-
зуемся теорией возмущений. Если пренебречь
взаимодействием тел P1, P2, ..., Pn между собой,
а также реактивными силами �F(r)

i , и обнулить
правую часть в (1), в первом приближении полу-
чим n независимых задач двух тел, которые при
постоянных массах легко интегрируются. По-
скольку при переменных массах классическая за-
дача двух тел в общем случае не интегрируется,
добавим в левой и правой части уравнения (1)
слагаемое

(
−γ̈i�ri/γi

)
и перепишем его в виде

�̈ri +G(m0 + mi)
�ri

r3
i
− γ̈i

γi
�ri = �∇�riWi, (2)

где возмущающие функции Wi в правой части
уравнений (2) имеют вид (см. [22, 27])

Wi = G
n∑

j=1( j�=i)

m j

(
1
ri j
− �ri · �r j

r3
j

)
−

− γ̈i

2γi
r2

i +
�F(r)

i · �ri.

(3)

Дважды непрерывно дифференцируемые
функции γi(t) в (2), (3) определяются соотноше-
ниями

γi(t) =
m00 + mi0

m0(t) + mi(t)
,

где m00 = m0(t0), mi0 = mi(t0) – значения
масс тел в начальный момент времени t0. Отме-
тим, что законы изменения масс во времени m j(t)
( j = 0, 1, ..., n) определяются на основе наблю-
дений за движением небесных тел и считаются
известными. При постоянных массах производ-
ные функций γi(t) в (2), (3) исчезают и уравнения
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(2) сводятся к классической задаче многих тел
(см. [1]). Добавление в левой части уравнений (2)
слагаемого, пропорционального второй произ-
водной функции γi(t), обеспечивает интегриру-
емость уравнений (2) при Wi = 0, i = 1, 2, ..., n,
что позволяет получить n независимых уравне-
ний, точные решения которых определяют дви-
жение тел P1, P2, ..., Pn вокруг тела P0 по квазико-
ническим сечениям (см. [22]). Соответствующие
точные решения, которые далее будем исполь-
зовать в качестве первого приближения, можно
представить в виде (см. [24, 26, 29])

x j = γ jρ j
(
(cos E j − e j)

(
cosω j cosΩ j−

− sinω j sinΩ j cos i j
)
−
√

1 − e2
j

(
sinω j cosΩ j+

+ cosω j sinΩ j cos i j
)

sin E j
)

;

y j = γ jρ j
(
(cos E j − e j)

(
cosω j sinΩ j+

+ sinω j cosΩ j cos i j
)
−
√

1 − e2
j

(
sinω j sinΩ j−

− cosω j cosΩ j cos i j
)

sin E j
)

;

z j = γ jρ j
(
(cos E j − e j)

(
sinω j+

+

√
1 − e2

j cosω j sin E j

)
sin i j, (4)

где

ρ j = a j(1 − e j cos E j), ( j = 1, 2, ..., n), (5)

переменная E j является аналогом эксцентриче-
ской аномалии (см. [1, 22]) и определяется урав-
нением

E j − e j sin E j = M j =

√
µ j0

a3/2
j

(Φ j(t) − Φ j(τ j)); (6)

Φ j(t) =
∫ t

t0

dt
γ2

j(t)
;

µ j0 = G(m00 + m j0), j = 1, 2, ..., n.

Здесь M j, τ j – соответственно аналоги сред-
ней аномалии и времени прохождения тела P j че-
рез перицентр. Параметры a j, e j, i j,Ω j,ω j, опре-
деляемые из начальных условий движения, со-
ответствуют известным из классической задачи
двух тел кеплеровским орбитальным элементам
и являются аналогами большой полуоси, экс-
центриситета, наклонения, долготы восходяще-
го узла и долготы перицентра невозмущенной
квазиэллиптической орбиты каждого из тел P j
(см. [1, 2, 22]).

Отметим, что в случае постоянных масс, ко-
гда γ j(t) ≡ 1, уравнения (4) и (5) определяют

движение тел Pi (i = 1, 2, ..., n) вокруг тела P0
по коническим сечениям. Наличие в выражени-
ях (4) масштабного множителя γ j(t), зависяще-
го от времени, приводит к деформации кониче-
ских сечений и непериодичности движения. По-
этому говорят, что решения уравнений движе-
ния (2) в случае Wi = 0 описывают апериодиче-
ское движение тел по квазиконическим сечениям
(см. [22]). При заданных орбитальных парамет-
рах a j, e j, i j,Ω j,ω j, τ j каждого из тел P j, а также из-
вестных функциях γ j(t), которые зависят от зако-
нов изменения масс всех тел, уравнение (6) поз-
воляет найти эксцентрические аномалии E j как
функции времени. В результате выражения (4),
(5) позволяют вычислить относительные декар-
товы координаты тел P j и полностью описать их
невозмущенное движение.

3. УРАВНЕНИЯ ВОЗМУЩЕННОГО
ДВИЖЕНИЯ

В рассматриваемом случае многопланетной за-
дачи предполагается, что масса центрального
тела P0 значительно превышает массы планет
P j ( j = 1, 2, ..., n). Поэтому в первом приближе-
нии их орбиты будут квазиконическими сечени-
ями, определяемыми уравнениями (4)–(6). Вза-
имное гравитационное притяжение, а также ре-
активные силы, возникающие при анизотропном
изменении масс тел P j ( j = 1, 2, ..., n), влияют на
их движение и приводят к зависимости орбиталь-
ных элементов a j, e j, i j,Ω j,ω j, τ j от времени. При-
нимая во внимание такую зависимость, решения
уравнений (2) можно представить в общем виде

x j = x j(a j(t), e j(t), i j(t),Ω j(t),ω j(t), χ j(t), t);
y j = y j(a j(t), e j(t), i j(t),Ω j(t),ω j(t), χ j(t), t);
z j = z j(a j(t), e j(t), i j(t),Ω j(t),ω j(t), χ j(t), t),

(7)

где функции x j, y j, z j в правых частях выраже-
ний (7) определяются невозмущенными решени-
ями (4), (5), причем для удобства дальнейших вы-
числений вместо элемента τ j (см. (6)) введен па-
раметр χ j, а эксцентрическая аномалия E j опре-
деляется уравнением

E j − e j sin E j = M j =

√
µ j0

a3/2
j

Φ j(t) + χ j. (8)

Представление решений в виде (7) хорошо из-
вестно в теории дифференциальных уравнений
как метод вариации произвольных постоянных.
Производные координат x j, y j, z j по времени так-
же формально можно представить в виде

ẋ j = ẋ j(a j(t), e j(t), i j(t),Ω j(t),ω j(t), χ j(t), t);
ẏ j = ẏ j(a j(t), e j(t), i j(t),Ω j(t),ω j(t), χ j(t), t);
ż j = ż j(a j(t), e j(t), i j(t),Ω j(t),ω j(t), χ j(t), t),

(9)

ПРОГРАММИРОВАНИЕ № 1 2025



СИМВОЛЬНЫЕ ВЫЧИСЛЕНИЯ В ИССЛЕДОВАНИЯХ ВЕКОВЫХ ВОЗМУЩЕНИЙ 43

где функции ẋ j, ẏ j, ż j в правых частях (9) пред-
ставляют собой частные производные соот-
ветствующих выражений (4) по времени при
постоянных значениях орбитальных элементов
a j, e j, i j,Ω j,ω j, τ j. Использование встроенной
в систему Mathematica функции D[expr, var]
(см. [34]) позволяет легко продифференцировать
выражения (4), хотя получаемые результаты
довольно громоздки.

Вычисляя производные по времени ẋ j, ẏ j, ż j
в выражениях (9) и подставляя их в уравне-
ния (2), получаем 3n дифференциальных урав-
нений, определяющих орбитальные элементы
a j, e j, i j,Ω j,ω j, χ j:

∂ẋ j

∂a j

da j

dt
+
∂ẋ j

∂e j

de j

dt
+
∂ẋ j

∂i j

di j

dt
+

+
∂ẋ j

∂Ω j

dΩ j

dt
+
∂ẋ j

∂ω j

dω j

dt
+
∂ẋ j

∂χ j

dχ j

dt
=
∂W j

∂x j
;

∂ẏ j

∂a j

da j

dt
+
∂ẏ j

∂e j

de j

dt
+
∂ẏ j

∂i j

di j

dt
+

+
∂ẏ j

∂Ω j

dΩ j

dt
+
∂ẏ j

∂ω j

dω j

dt
+
∂ẏ j

∂χ j

dχ j

dt
=
∂W j

∂y j
;

∂ż j

∂a j

da j

dt
+
∂ż j

∂e j

de j

dt
+
∂ż j

∂i j

di j

dt
+

+
∂ż j

∂Ω j

dΩ j

dt
+
∂ż j

∂ω j

dω j

dt
+
∂ż j

∂χ j

dχ j

dt
=
∂W j

∂z j
, (10)

где j = 1, 2, ..., n.
Для определения 6n орбитальных элементов

требуется еще 3n уравнений, которые обычно по-
лучаются из условия равенства производных по
времени искомых функций (7) и соответствую-
щих производных (9) в каждой точке траектории
(см. [1]). В результате получаем следующие урав-
нения

∂x j

∂a j

da j

dt
+
∂x j

∂e j

de j

dt
+
∂x j

∂i j

di j

dt
+

+
∂x j

∂Ω j

dΩ j

dt
+
∂x j

∂ω j

dω j

dt
+
∂x j

∂χ j

dχ j

dt
= 0;

∂y j

∂a j

da j

dt
+
∂y j

∂e j

de j

dt
+
∂y j

∂i j

di j

dt
+

+
∂y j

∂Ω j

dΩ j

dt
+
∂y j

∂ω j

dω j

dt
+
∂y j

∂χ j

dχ j

dt
= 0;

∂z j

∂a j

da j

dt
+
∂z j

∂e j

de j

dt
+
∂z j

∂i j

di j

dt
+

+
∂z j

∂Ω j

dΩ j

dt
+
∂z j

∂ω j

dω j

dt
+
∂z j

∂χ j

dχ j

dt
= 0. (11)

Отметим, что выполнение условий (10), (11)
означает, что возмущенные скорости тел в любой
момент времени t равняются частным производ-
ным по времени невозмущенных решений (4),
в которых орбитальные элементы a j(t), e j(t), i j(t),
Ω j(t), ω j(t), τ j(t) равняются их значениям в тот
же момент времени t. Такие мгновенные орби-
тальные элементы известны как оскулирующие
элементы (см. [1]), а невозмущенная траектория,
соответствующая орбитальным элементам a j(t),
e j(t), i j(t), Ω j(t), ω j(t), τ j(t), в каждый момент вре-
мени касается истинной орбиты.

Используя решения (4) и выполняя стан-
дартные, но довольно громоздкие символьные
преобразования с применением встроенных
функций D, Expand, Replace, S impli f y, Collect,
Coe f f icient, S olve (см. [24, 26, 28, 32, 34]), на-
ходим решение системы (10), (11) и получаем
6n дифференциальных уравнений, определя-
ющих оскулирующие аналоги орбитальных
элементов a j, e j, i j,Ω j,ω j, χ j для каждого из тел
P j, ( j = 1, 2, ..., n) в виде

ȧ j =
2√a j
√
µ j0

∂W j

∂χ j
;

ė j =
1

e j
√
µ j0a j

(
(1 − e2

j)
∂W j

∂χ j
−
√

1 − e2
j
∂W j

∂ω j

)
;

i̇ j =
1√

µ j0a j(1 − e2
j)

(
cot i j

∂W j

∂ω j
− 1

sin i j

∂W j

∂Ω j

)
;

Ω̇ j =
1√

µ j0a j(1 − e2
j) sin i j

∂W j

∂i j
;

ω̇ j =
1

√
µ j0a j



√

1 − e2
j

e j

∂W j

∂e j
− cot i j√

1 − e2
j

∂W j

∂i j


 ;

χ̇ j = −
2√a j
√
µ j0

∂W j

∂a j
−

1 − e2
j

e j
√
µ j0a j

∂W j

∂e j
. (12)

Система (12) известна в литературе как плане-
тарные уравнения Лагранжа (см. [1,2]). Заметим,
что возмущающие функции W j, которые опре-
деляются выражениями (3), при подстановке в
уравнения (12) должны быть выражены через ор-
битальные элементы a j, e j, i j,Ω j,ω j, χ j. Для это-
го достаточно подставить решения (4) в выраже-
ние (3) и выполнить необходимые символьные
вычисления, учитывая уравнение (8).

Как следует из выражений (3)–(5), возмущаю-
щие функции W j зависят от переменных a j явно,
поскольку декартовы координаты тел (4) пропор-
циональны a j (см. (5)), а также неявно, так как
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эксцентрические аномалии E j также зависят от
a j (см. (6), (8)). Чтобы избавиться от такой неяв-
ной зависимости и упростить дальнейшие вычис-
ления, вместо переменной χ j будем использовать
среднюю аномалию M j, определяемую уравнени-
ем (8). Тогда частную производную возмущаю-
щей функции W j по переменной a j можно пред-
ставить в виде

∂W j

∂a j
=

(
∂W j

∂a j

)
+
∂W j

∂M j

∂M j

∂a j
, (13)

где выражение в скобках в правой части (13) озна-
чает часть W j, зависящую от a j явно. Из уравне-
ния (8) следует также равенство

∂W j

∂χ j
=
∂W j

∂M j
. (14)

Вычисляя производную средней аномалии M j
по времени с учетом (8), (13), (14), вместо послед-
него уравнения системы (12) получаем уравнение

Ṁ j =

√
µ j0

a3/2
j γ

2
j(t)
−

2√a j
√
µ j0

(
∂W j

∂a j

)
−

1 − e2
j

e j
√
µ j0a j

∂W j

∂e j
, (15)

где W j = W j(a j, e j, i j,Ω j,ω j,M j, t). При этом пер-
вые два уравнения в (12) принимают вид

ȧ j =
2√a j
√
µ j0

∂W j

∂M j
,

ė j =
1

e j
√
µ j0a j

(
(1 − e2

j)
∂W j

∂M j
−
√

1 − e2
j
∂W j

∂ω j

)
. (16)

Дифференциальные уравнения для орбиталь-
ных элементов i j,Ω j,ω j системы (12) не изменя-
ются.

4. ВЫЧИСЛЕНИЕ ВОЗМУЩАЮЩИХ
ФУНКЦИЙ

Получаемые в общем случае выражения для
возмущающих функций W j(a j, e j, i j,Ω j,ω j,M j, t)
очень громоздки. Поэтому далее будем предпола-
гать, что во время движения выполняются усло-
вия i j � 1 и e j � 1, т. е. тела движутся вбли-
зи экваториальной плоскости по возмущенным
квазиконическим сечениям с малым эксцентри-
ситетом. Такие случаи часто встречаются в небес-
ной механике (см. [1, 2]).

В случае i j � 1 и e j � 1 уравнения возму-
щенного движения (12), (15), (16) можно упро-
стить, заменяя возмущающие функции W j их
соответствующими разложениями в степенные
ряды по переменным i j и e j (см. [2]). Следует

отметить, что разложение возмущающих функ-
ций W j в ряды требует выполнения довольно гро-
моздких символьных вычислений и представля-
ет собой нетривиальную задачу. Далее приведем
весьма эффективный метод ее решения с по-
мощью системы компьютерной алгебры Wolfram
Mathematica.

Поскольку декартовы координаты тел (4) вы-
ражаются через эксцентрические аномалии E j,
которые определяются уравнениями (8), сначала
получим выражение для эксцентрической ано-
малии E j в виде сходящегося при e j � 1 степен-
ного ряда (см. [2]):

E j = M j + e j sin M j +
e2

2
sin(2M j)−

−e3

8
(
sin M j − 3 sin(3M j)

)
+ ....

(17)

Разложения (17) получены с помощью встро-
енной функции S eries (см. [34]) с точностью до
третьего порядка, которая существенно упроща-
ет вычисления и позволяет производить разложе-
ния выражений в степенные ряды с любой требу-
емой точностью (см. [34]). Для получения коэф-
фициентов разложения (17), например, с точно-
стью до n-го порядка по e j можно использовать
функцию solE[n], записанную на языке Wolfram
Mathematica:

solE[n_] := w − e j S in[w] − M j /. w→

S um[ek
jwk, {k, 0, n}] //S eries[#, {e j, 0, n}]& //

Normal // Collect[#, e j, S impli f y]& ;

Выполнение команды solE[4], например, при-
водит к результату

−M j + w0 + e j(−S in[w0] + w1)+

+e2
j(−Cos[w0]w1 + w2)+

+e3
j(

1
2

S in[w0]w2
1 −Cos[w0]w2 + w3)+

+e4
j(

1
6

Cos[w0]w3
1 + S in[w0]w1w2−

−Cos[w0]w3 + w4).

Выделяя в полученном выражении с помо-
щью функции Coe f f icient коэффициенты при ek

j,
k = 0, 1, 2, . . . , и приравнивая их к нулю, получаем
систему уравнений, из которой последовательно
находим коэффициенты wk разложения (17).

Поскольку увеличение точности вычислений
приводит ко все более громоздким символьным
выражениям, далее ограничимся вычислениями
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с точностью до второго порядка по переменным
e j и i j. Используя (17), находим

cos E j = cos M j − e j sin2 M j −
3e2

j

2
cos M j sin2 M j,

sin E j = sin M j +
e j

2
sin(2M j)+

+
e2

j

8
(
3 sin(3M j) − sin M j

)
. (18)

Подставляя разложения (18) в (4), (5) и выпол-
няя необходимые подстановки и разложения, за-
пишем выражения (4) для декартовых координат
тел P j с точностью до второго порядка по пере-
менным e j и i j в виде

x j = γ ja j

(
cos(M j + ω j + Ω j) −

e j

2
(3 cos(ω j + Ω j)−

− cos(2M j + ω j + Ω j)) +
e2

j

8
(cos(M j − ω j −Ω j)−

−4 cos(M j + ω j + Ω j) + 3 cos(3M j + ω j + Ω j))+

+
i2j
4

(cos(M j + ω j −Ω j) − cos(M j + ω j + Ω j)

)
;

y j = γ ja j

(
sin(M j + ω j + Ω j) −

e j

2
(3 sin(ω j + Ω j)−

− sin(2M j + ω j + Ω j)) −
e2

j

8
(sin(M j − ω j −Ω j)+

+4 sin(M j + ω j + Ω j) − 3 sin(3M j + ω j + Ω j))−

−
i2j
4

(sin(M j + ω j −Ω j) + sin(M j + ω j + Ω j)

)
;

z j = γ ja j(sin(M j + ω j) −
1
2

e ji j(3 sinω j−

− sin(2M j + ω j)). (19)

Используя (19) и применяя функцию Series, по-
лучаем следующие выражения, которые будут ис-
пользованы далее при вычислении разложений
возмущающих функций W j (см. (3)):

ri =

√
x2

i + y2
i + z2

i =

= aiγi(1 − e j cos M j + e2
i sin2 Mi),

(20)

ri j =

√
r2

i + r2
j − 2�ri · �r j = ∆i j−

−aiγiei

2∆i j
(2aiγi cos(λi − ωi −Ωi)+

+a jγ j(cos(2λi − λ j − ωi −Ωi) − 3 cos(λ j − ωi −Ωi)))−

−a jγ je j

2∆i j
(2a jγ j cos(λ j − ω j −Ω j)+

+aiγi(cos(λi − 2λ j + ω j + Ω j) − 3 cos(λi − ω j −Ω j)))+

+
aia jγiγ j

2∆i j
(sin(λi −Ωi) sin(λ j −Ωi)i2i +

+ sin(λi −Ω j) sin(λ j −Ω j)i2j−
−2 sin(λi −Ωi) sin(λ j −Ω j)iii j)+

+
aiγie2

i
8∆i j

(aiγi(6 − 2 cos(2λi − 2ωi − 2Ωi))+

+a jγ j(4 cos(λi − λ j) − 3 cos(3λi − λ j − 2ωi − 2Ωi)−
− cos(λi + λ j − 2ωi − 2Ωi)))+

+
a jγ je2

j

8∆i j
(a jγ j(6 − 2 cos(2λ j − 2ω j − 2Ω j))+

+aiγi(4 cos(λi − λ j) − 3 cos(λi − 3λ j + 2ω j + 2Ω j)−
− cos(λi + λ j − 2ω j − 2Ω j)))+

+
aia jγiγ jeie j

4∆i j
(3 cos(2λi − ωi − ω j −Ωi −Ω j)+

+3 cos(2λ j−ωi−ω j−Ωi−Ω j)−9 cos(ωi−ω j+Ωi−Ω j)−
− cos(2λi − 2λ j − ωi + ω j −Ωi + Ω j))−

−a2
i γ

2
i e2

i

16∆3
i j

(8a2
i γ

2
i cos2(λi − ωi −Ωi)−

−4aiγia jγ j(2 cos(λi − λ j) − cos(3λi − λ j − 2ωi − 2Ωi)+

+3 cos(λi + λ j − 2ωi − 2Ωi)) + a2
jγ

2
j(10−

−6 cos(2λi − 2λ j) − 6 cos(2λi − 2ωi − 2Ωi)+

+ cos(4λi−2λ j−2ωi−2Ωi)+9 cos(2λ j−2ωi−2Ωi)))−

−
a2

jγ
2
j e

2
j

16∆3
i j

(8a2
jγ

2
j cos2(λ j − ω j −Ω j)−

−4aiγia jγ j(2 cos(λi − λ j) − cos(λi − 3λ j + 2ω j + 2Ω j)+

+3 cos(λi + λ j − 2ω j − 2Ω j)) + a2
i γ

2
i (10−

−6 cos(2λi − 2λ j) − 6 cos(2λ j − 2ω j − 2Ω j)+

+ cos(2λi−4λ j+2ω j+2Ω j)+9 cos(2λi−2ω j−2Ω j)))+

+
aia jγiγ jeie j

8∆3
i j

(2a2
i γ

2
i (3 cos(2λi − ωi − ω j −Ωi −Ω j)−

− cos(2λ j−ωi−ω j−Ωi−Ω j)+3 cos(ωi−ω j+Ωi−Ω j)−
− cos(2λi − 2λ j − ωi + ω j −Ωi + Ω j))+

+2a2
jγ

2
j(3 cos(2λ j − ωi − ω j −Ωi −Ω j)−

− cos(2λi−ωi−ω j−Ωi−Ω j)+3 cos(ωi−ω j+Ωi−Ω j)−
− cos(2λi − 2λ j − ωi + ω j −Ωi + Ω j))+
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+aiγia jγ j(3 cos(3λi − λ j − ωi − ω j −Ωi −Ω j)−

−14 cos(λi + λ j − ωi − ω j −Ωi −Ω j)−

−9 cos(λi − λ j + ωi − ω j + Ωi −Ω j)−

− cos(3λi − 3λ j − ωi + ω j −Ωi + Ω j)+

+2 cos(λi − λ j − ωi + ω j −Ωi + Ω j)+

+3 cos(λi − 3λ j + ωi + ω j + Ωi + Ω j))), (21)

где

∆i j =
(
a2

i γ
2
i + a2

jγ
2
j − 2aia jγiγ j cos(λi − λ j)

)1/2
, (22)

а вместо средней аномалии M j введена средняя
долгота λ j = M j + ω j + Ω j.

Используя (19)–(21), находим разложения вы-
ражений 1/ri j, (�ri · �r j)/r3

j которые описывают воз-
мущения, связанные с гравитационным взаимо-
действием тел Pi и P j (см. (3)). Поскольку полу-
чаемое выражение весьма громоздко, мы его не
приводим. Отметим только, что в результате по-
лучается многочлен второго порядка относитель-
но переменных e j, i j, коэффициенты которого
являются периодическими функциями средних
долгот λ j и представляют собой рациональные
выражения, в числителях которых содержатся
тригонометрические функции, аргументы кото-
рых представляют собой линейные комбинации
переменных λi, λ j,ωi,ω j,Ωi,Ω j, (i, j = 1, 2, ..., n), а
знаменатели содержат выражения ∆i j, ∆3

i j, ∆
5
i j.

Поскольку ∆i j является периодической функ-
цией переменных λi, λ j (см. (22)), выражения
1/∆i j, 1/∆3

i j, 1/∆5
i j в разложениях возмущающих

функций можно заменить их разложениями в ря-
ды Фурье:

1
∆i j
=

1
2

+∞∑
k=−∞

Ak cos
(
k(λi − λ j)

)
;

1
∆3

i j
=

1
2aia jγiγ j

+∞∑
k=−∞

Bk cos
(
k(λi − λ j)

)
;

1
∆5

i j
=

1
2a2

i a2
jγ

2
i γ

2
j

+∞∑
k=−∞

Ck cos
(
k(λi − λ j)

)
, (23)

где Ak, Bk, Ck – известные коэффициенты Лапла-
са (см. [2, 31]).

5. УРАВНЕНИЯ ДЛЯ ВЕКОВЫХ
ВОЗМУЩЕНИЙ ОРБИТАЛЬНЫХ

ЭЛЕМЕНТОВ
Подставляя в (3) разложения выражений 1/ri j,

(�ri·�r j)/r3
j , r j, r2

j и выполняя необходимые символь-
ные вычисления, получаем довольно громозд-
кое выражение для возмущающих функций W j в
виде многочлена второго порядка относительно
орбитальных элементов e j, i j, которое мы здесь
не приводим. Поскольку нас интересует эволю-
ция орбитальных параметров тел P j на больших
интервалах времени, короткопериодические воз-
мущения, связанные с орбитальным движени-
ем тел, следует устранить путем усреднения воз-
мущающих функций W j по средним долготам λ j
(см. [2, 22]). Усреднение многочленов W j, при-
водящее к вековой части W(sec)

j возмущающих
функций, сводится к вычислению интегралов

W (sec)
j =

1
(2π)n

∫ 2π

0
dλ1...

∫ 2π

0
dλnW j. (24)

Поскольку возмущающие функции W j пред-
ставляют собой суммы большого числа слагае-
мых, каждое из которых может зависеть не бо-
лее чем от двух средних долгот λi и λ j (см. (3),
(19)–(23)), интеграл (24) сводится к двукратному
интегралу по переменным λi и λ j.

В результате получим следующие вековые ча-
сти возмущающих функций:

W(sec)
j = G

j−1∑
s=1

ms

(
As j

0
2
+

1
2
Π

s j
11e2

s +
1
2
Π

s j
22e2

j+

+Π
s j
12ese j cos(ωs − ω j + Ωs −Ω j)−

−1
8

Bs j
1 (i2s + i2j − 2isi j cos(Ωs −Ω j)

)
+

+G
n∑

s= j+1

ms

(
A js

0
2
+

1
2
Π

js
11e2

j +
1
2
Π

js
22e2

s+

+Π
js
12e jes cos(ω j − ωs + Ω j −Ωs)−

−1
8

Bjs
1 (i2j + i2s − 2i jis cos(Ω j −Ωs)

)
−

−1
2
γ̈ jγ ja2

j

(
1 +

3
2

e2
j

)
+

ṁ j

m j
V (r)

j a jγ j

(
1 +

1
2

e2
j

)
, (25)

где V (r)
j – радиальная составляющая относитель-

ной скорости �V j частиц, покидающих тело P j или
осаждающихся на нем, и приняты следующие
обозначения:

Π
js
11 = −

3α js

4
Bjs

0 −
1
2

Bjs
1 +

15 + 6α2
js

8
C js

0 −
3α js

2
C js

1 −
9
8

C js
2 ;
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Π
js
12 =

1
8

(9Bjs
0 + Bjs

2 ) −
9(1 + α2

js)

8α js
C js

0 +

+
21
16

C js
1 +

3(1 + α2
js)

8α js
C js

2 +
3

16
C js

3 ;

Π
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22 = −

3
4α js

B js
0 −

1
2
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1 +

15α2
js + 6

8α2
js

C js
0 −

− 3
2α js

C js
1 −

9
8

C js
2 . (26)

Параметр

αs j =
asγs

a jγ j
< 1,

поскольку предполагается, что при (1 ≤ s < j)
траектория планеты Ps располагается внутри тра-
ектории планеты P j и потому планеты Ps явля-
ются внутренними. При ( j + 1 ≤ s ≤ n) траекто-
рия планеты P j располагается внутри траектории
планеты Ps и потому планеты P j являются внут-
ренними иα js < 1. Выражения (25), (26) содержат
коэффициенты Лапласа (см. [2]), определяемые
соотношениями

A js
0 =

2
πasγs

∫ π
0

dλ
(1 + α2

js − 2α js cos λ)1/2 ;

Bjs
p =

2α js

π(asγs)

∫ π
0

cos(pλ)dλ
(1 + α2

js − 2α js cos λ)3/2 ;

C js
p =

2α2
js

π(asγs)

∫ π
0

cos(pλ)dλ
(1 + α2

js − 2α js cos λ)5/2 ,

где p = 0, 1, 2, 3. Заметим, что с помощью систе-
мы Wolfram Mathematica приведенные выше ин-
тегралы вычисляются точно и выражаются через
эллиптические интегралы первого и второго ро-
да.

Эволюционные уравнения, определяющие по-
ведение орбитальных параметров на больших
интервалах времени, получаются из уравнений
движения (12), (16), если вместо возмущающих
функций Wi подставить их усредненные разложе-
ния (25) и заменить частную прозводную возму-
щающей функции по средней аномалии Mi со-
ответствующей частной производной по средней
долготе λi. Поскольку W(sec)

i не зависят от средних
долгот λi, соответствующие производные обра-
щаются в нуль и, как результат, вековые возмуще-
ния аналогов больших полуосей ai (i = 1, 2, ..., n)
с течением времени не изменяются.

Вековые возмущения орбитальных элементов
e j, i j,Ω j,ω j определяются как решения следую-
щей системы 4n дифференциальных уравнений:

de j
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. (27)

Отметим, что массы тел m j(t), а также отноше-
ния масс γ j(t) и параметры α js, ( j, s = 1, 2, . . . , n;
j < s) являются заданными функциями времени,
что приводит к зависимости от времени коэффи-
циентов Лапласа Bjs

0 , B
js
1 , B

js
2 ,C

js
0 ,C

js
1 ,C

js
2 ,C

js
3 . По-

этому коэффициенты полученной системы (27)
из 4n линейных дифференциальных уравнений
являются довольно сложными функциями вре-
мени и записать общее решение этой системы
в символьной форме не представляется возмож-
ным. Однако эту систему можно решать числен-
но, задавая различные законы изменения масс
тел и исследуя их влияние на вековые возмуще-
ния орбитальных элементов.

6. ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В настоящей работе исследуются вековые воз-

мущения орбитальных элементов многопланет-
ной системы из (n + 1) тел переменной массы
в случае, когда масса центрального тела-звезды
изменяется изотропно, а массы планет могут из-
меняться неизотропно с различными скоростя-
ми, что приводит к появлению реактивных сил.
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Все тела считаются материальными точками, вза-
имодействующими друг с другом в соответствии с
законом всемирного тяготения. Поскольку диф-
ференциальные уравнения движения являются
неинтегрируемыми, проблема исследуется мето-
дами теории возмущений, причем в качестве пер-
вого приближения используется точное решение
задачи двух тел с переменными массами, описы-
вающее апериодическое движение тел по квази-
коническим сечениям. Предполагается, что те-
ла P1, ..., Pn движутся вокруг центрального тела
P0 по квазиэллиптическим орбитам таким обра-
зом, что их орбиты не пересекаются. Подроб-
но описаны основные типы символьных вычис-
лений, связанных с разложением возмущающих
функций в степенные ряды, и получены выраже-
ния для возмущающих функций с точностью до
второго порядка по эксцентриситетам и накло-
нениям орбит, которые предполагаются малы-
ми. Получены эволюционные уравнения, опре-
деляющие вековые возмущения аналогов орби-
тальных элементов, которые допускают числен-
ное интегрирование при заданных законах изме-
нения масс тел.

Отметим, что системы компьютерной алгеб-
ры, например Wolfram Mathematica, позволяют
выполнить все описанные символьные вычисле-
ния с учетом членов более высокого порядка по
малым параметрам. Поскольку получаемые при
этом выражения становятся все более громозд-
кими, в данной работе мы ограничились учетом
только членов второго порядка.
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SYMBOLIC CALCULATIONS IN THE STUDY OF SECULAR

PERTURBATIONS IN THE MANY-BODY PROBLEM

WITH VARIABLE MASSES

A. N. Prokopenyaa, M. Zh. Minglibayevb, and M. R. Saparovab

aWarsaw University of Life Sciences, Warsaw, Poland
Nowoursynowska 166, Warsaw, 02-787 Poland

bAl-Farabi Kazakh National University, Almaty, Kazakhstan
al-Farabi Ave. 71, Almaty, 050040 Republic of Kazakhstan

The problem of deriving differential equations determining secular perturbations of orbital
elements in a multiplanetary system is considered in the case when the central star loses its
mass isotropically, while the masses of the planets can change anisotropically, which leads to the
appearance of reactive forces. As a model of a multiplanetary system, the classical problem of
variable-mass bodies is used, when bodies move around the central star along quasi-elliptical non-
intersecting orbits and interact with each other in accordance with the law of universal gravitation.
It is assumed that the masses of the bodies change at different rates and the laws of mass change are
considered to be arbitrary given functions of time. Differential equations of motion of bodies in
osculating elements of aperiodic motion along quasi-conical orbits corresponding to the planetary
Lagrange equations are derived. An algorithm for calculating the perturbing functions in the form
of power series in small parameters and the derivation of differential equations determining secular
perturbations of orbital elements are discussed. All necessary symbolic calculations are performed
using the Wolfram Mathematica computer algebra system.

Keywords: many-body problem, variable mass, equations of motion, reactive forces, secular
perturbations, Wolfram Mathematica
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