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Изучение процессов распространения эпидемий и создание соответствующего алгоритмического
и программного обеспечения для математического моделирования относятся к актуальному на-
правлению исследований. Целью данной работы является разработка инструментария для сим-
вольных вычислений в задачах построения управляемых компартментальных моделей динамиче-
ских систем. В качестве языка программирования используется язык Julia с применением биб-
лиотек научных вычислений. Разработан программный комплекс, который реализует функцио-
нальность для моделирования компартментальных систем на основе схем взаимодействий меж-
ду компартментами. Построены и изучены управляемые компартментальные модели эпидемио-
логии, а именно, SIRU-модель, SEIRU-модель и SIDARTHEU-модель. Управляющие воздей-
ствия задаются в виде дополнительных правил, интенсивность перехода в которых является из-
меняющимся параметром. В разработанном программном обеспечении реализован предметно-
ориентированный язык для построения компарметальных моделей на основе схемы взаимодей-
ствий. Предложен алгоритм имитационной реализации компартментальных моделей с учетом
управления. Проведены вычислительные эксперименты по моделированию управляемых систем
распространения эпидемий, выполнен сравнительный анализ траекторной динамики имитацион-
ных моделей и соответствующих дифференциальных моделей. Полученные результаты могут най-
ти применение при решении задач моделирования эпидемиологических, экологических, физико-
химических и других процессов на основе одношаговых взаимодействий.
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1. ВВЕДЕНИЕ

В настоящее время исследователями и инжене-
рами уделяется значительное внимание решению
задач, связанных с применением методов ком-
пьютерной алгебры для представления моделей

динамических систем в символьном виде [1–7].
Для решения указанных задач требуется разра-
ботка алгоритмов и программного обеспечения
с привлечением языков программирования вы-
сокого уровня. Одним из таких языков является
Julia [8,9]. Выбор языка Julia позволяет использо-
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вать возможности удобных и высокопроизводи-
тельных средств численных методов, математи-
ческого моделирования и компьютерной алгеб-
ры. В частности, разработанный в [10] программ-
ный комплекс символьных вычислений на язы-
ке Julia продемонстрировал некоторые возмож-
ности конструирования компартментальных мо-
делей на основе описания взаимодействий мо-
дельных компонентов.

К компартментальным моделям относятся
многие модели, которые описывают распро-
странение эпидемий. Построению и изучению
моделей распространения эпидемий посвяще-
ны, в частности, работы [11–17]. Несмотря на
многочисленные исследования в этом направле-
нии, сохраняется необходимость рассмотрения
обобщенных эпидемиологических моделей и
анализа ранее не известных факторов в связи с
распространением новых видов инфекционных
заболеваний, а также с необходимостью рас-
ширения набора характеристик, влияющих на
динамику распространения эпидемий.

Следует отметить важность добавления в опи-
сание компартментальных моделей элементов,
связанных с управляющими воздействиями.
В частности, для моделей эпидемиологии рас-
смотрение управляющих воздействий позволяет
изучить возможное течение эпидемии с уче-
том регулирования и исследовать возможности
снижения уровня заболеваемости. Изучение
управляемых эпидемиологических моделей на-
правлено на оценку эффективности применения
регулирующих мер и на прогнозирование рас-
пространения болезней. Примеры управляемых
моделей эпидемиологии рассмотрены в [18–27].

При решении задач построения и исследова-
ния управляемых моделей используются различ-
ные методы, в том числе методы оптимизации
и интеллектуального анализа [7, 28–30]. Следует
отметить, что в процессе изучения управляемых
компартментальных моделей возникает необхо-
димость разработки алгоритмов и создания про-
граммного обеспечения для глобальной парамет-
рической оптимизации.

Настоящая работа посвящена разработке
алгоритмического и программного обеспече-
ния для символьных вычислений в задачах
построения управляемых компартментальных
моделей динамических систем. Структура статьи
следующая. В разделе 2 приведено описание
управляемых компартментальных моделей
эпидемиологии, в частности, SIRU-модели,
SEIRU-модели и SIDARTHEU-модели. Описа-
ние дано с точки зрения предметной области с
учетом схем взаимодействий и основных ком-
понентов. Разработан алгоритм имитационной

реализации многомерных компартментальных
моделей. В разделе 3 дано описание специали-
зированных модулей программного комплекса.
Охарактеризованы особенности построения
предметно-ориентированного языка для реали-
зации моделей. Предложен подход к представ-
лению компартментальных моделей на основе
реализации алгоритмов в среде программиро-
вания Julia с помощью макросов. В разделе 4
представлены результаты разработки имитаци-
онной реализации компартментальных моделей.
Описаны результаты вычислительных экспери-
ментов и дан сравнительный анализ траекторной
динамики в задачах построения и исследования
моделей распространения эпидемий. В разделе 5
приведено обсуждение результатов.

2. СХЕМЫ ВЗАИМОДЕЙСТВИЙ
КОМПАРТМЕНТОВ ДЛЯ

ЭПИДЕМИОЛОГИЧЕСКИХ МОДЕЛЕЙ
С УПРАВЛЕНИЕМ

В работе рассматриваются три вида эпидемио-
логических моделей: SIR-модель, SEIR-модель
и SIDARTHE-модель. Указанные модели осно-
ваны на принципе бинарных взаимодействий
между различными группами (компартмента-
ми) субъектов, потенциально подверженных воз-
действию эпидемии. Исследуемые компартмен-
тальные модели принято использовать для опи-
сания распространения инфекционных заболе-
ваний, таких как ОРВИ, грипп, COVID-19,
ВИЧ/СПИД, туберкулез. Управляющие воздей-
ствия в моделях рассматриваются как такие до-
полнительные взаимодействия компартментов,
интенсивность которых может быть изменена.
Для эпидемиологических моделей с управлени-
ем соответственно приняты обозначения: SIRU-
модель, SEIRU-модель, SIDARTHEU-модель.

Схема взаимодействий между компартмента-
ми для SIRU-модели с учетом интенсивностей
переходов α, β и u (переходов пациентов из одно-
го компартмента в другой) приведена на рис. 1.

Рис. 1. Схема взаимодействий для SIRU-модели.
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Обозначения компартментов на рис. 1 имеют
следующий вид:

• S – количество восприимчивых к заболева-
нию людей;

• I – количество инфицированных людей на
текущий момент;

• R – количество выздоровевших или невос-
приимчивых.

В модели SIRU рассматривается управление
численностью S (восприимчивых) к инфициро-
ванию людей за счет профилактических мер и,
соответственно, управление численностью R здо-
ровых (невосприимчивых) людей. По сравнению
с графом SIR-модели [10] в соответствующем
графе появляется дополнительная взаимосвязь
между S и R, отвечающая управлению.

С учетом интенсивностей переходов α, β и u
модель SIRU может быть реализована посред-
ством трехмерного дифференциального уравне-
ния, которое имеет вид

Ẋ =



−isα − us
−iβ + isα

iβ + us


 , X =




s
i
r


 . (2.1)

В виде схем, аналогичных приведенной на
рис. 1 схеме, строятся более сложные эпидемио-
логические модели с управлением. В частности,
схема четырехмерной модели SEIRU с учетом
интенсивностей переходов α, β, γ, u представле-
на на рис. 2.

Согласно рис. 2, в сравнении с SIRU-моделью,
для SEIRU-модели добавляется еще один ком-
партмент, который означает скрыто инфициро-
ванных (подвергшихся) пациентов. С течени-
ем времени подвергшиеся пациенты переходят
в компартмент инфицированных пациентов, а
затем выздоравливают. Модель SEIRU может
быть реализована с помощью дифференциально-
го уравнения, которое имеет вид

Ẋ =








−su − esα
−eβ + esα

eβ − iγ
iγ + su


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


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




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s
e
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r







 . (2.2)

Рис. 2.Рис. 2. Схема взаимодействий для SEIRU-модели.Схема взаимодействий для SEIRU-модели.

Следует отметить, что SIR-модель и SEIR-
модель являются относительно простыми и не
учитывают ряда значимых взаимодействий в эпи-
демиологических системах. Для более точной
оценки динамики эпидемиологических систем
целесообразно использовать комплексные моде-
ли, например модель SIDARTHE. Схема управ-
ляемой модели SIDARTHEU с учетом интенсив-
ностей переходов α, β, γ, δ, ζ, ε, λ, θ, µ, κ, η, ρ, ν,
ξ, τ, σ, u1, u2, u3 модели приведена на рис. 3.

Обозначения компартментов в модели
SIDARTHEU (за исключением компартмен-
та S ) отличаются от моделей SIRU и SEIRU и
имеют следующий вид:

Рис. 3. Схема взаимодействий для SIDARTHEU-
модели.
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• S – количество восприимчивых к заболева-
нию людей;

• I – количество скрыто инфицированных лю-
дей на текущий момент;

• D – количество бессимптомных инфициро-
ванных, диагностированных лабораторно;

• A – количество недиагностированных ин-
фицированных с симптоматикой;

• R – количество клинически диагностиро-
ванных больных;

• T – количество угрожаемых (госпитализиро-
ванных) диагностированных больных;

• H – количество выздоровевших (иммунизи-
рованных);

• E – количество погибших.

В модели SIDARTHEU рассматриваются три
управляющих взаимодействия. Взаимодействие
u1 отвечает за переход из компартмента S в ком-
партмент H (иммунизация), взаимодействия u2 и
u3 отвечают за ускорение диагностирования забо-
левания (переход в компартменты D и R соответ-
ственно). Дифференциальные уравнения модели
имеют вид

Ẋ=




−su1−asγ−dsβ−isα−rsδ
−iu2−iε−iζ−iλ+asγ+dsβ+isα+rsδ

−dη−dρ+iu2+iε
−au3−aθ−aκ−aµ+iζ
au3+aθ+dη−rν−rξ
−tσ−tτ+aµ+rν

tσ+aκ+dρ+iλ+rξ+su1
tτ




, (2.3)

где X = [s, i, d, a, r, t, h, e]T . Для предложенных
компартментальных моделей может рассматри-
ваться задача оптимального управления. Тре-
бования, предъявляемые к управлению, могут
определяться как диапазоном возможного ре-
гулирования взаимодействий, так и фазовыми
ограничениями в системе. Для идентификации
параметров компартментальных моделей целесо-
образно использовать методы глобальной чис-
ленной оптимизации.

В рамках настоящей работы мы рассматриваем
вопросы разработки программного инструмен-
тария для символьных вычислений, позволяю-
щих осуществлять в автоматизированном режи-
ме синтез компмартментальных моделей произ-
вольной размерности на основе схемы взаимо-
действий. В качестве примеров выбраны задачи
синтеза управляемых моделей (2.1)—(2.3).

3. ОПИСАНИЕ ПРОГРАММНОГО
КОМПЛЕКСА СИМВОЛЬНЫХ
ВЫЧИСЛЕНИЙ ДЛЯ СИНТЕЗА

КОМПАРТМЕНТАЛЬНЫХ МОДЕЛЕЙ
С УЧЕТОМ ВОЗМОЖНОСТИ

УПРАВЛЕНИЯ

В рассматриваемом подходе к построению
компартментальных моделей используются воз-
можности языка Julia, связанные с реализаци-
ей символьных вычислений средствами метапро-
граммирования. Для реализации управлений в
моделях предполагается разработка специализи-
рованных правил, допускающих достаточно про-
стую интеграцию в схему взаимодействия компо-
нентов модели.

В [10] рассматривается программный ком-
плекс символьных вычислений, который позво-
ляет получать детерминистическое и стохасти-
ческое описание модели по схеме взаимодей-
ствий ее элементов. Указанный программный
комплекс состоит из функционального блока
(отвечает за расчет вектора сноса, матрицы диф-
фузии и разбор схемы взаимодействий) и кон-
струирующего блока (отвечает за построение мо-
дели с использованием правил). Однако в ука-
занном программном комплексе правила перехо-
да задаются в форме строковых данных, что мо-
жет быть полезно при чтении правил из файла,
но не совсем удобно при реализации програм-
мы. Кроме того, в комплексе не предусмотре-
ны возможности построения имитационных ре-
ализаций компартментальных моделей и прове-
дения сравнительного анализа для управляемого
и неуправляемого случаев. Добавление указанно-
го функционала является важным направлением
развития программного комплекса.

Программное обеспечение, предлагаемое
в настоящей работе, можно рассматривать
как расширение возможностей программного
комплекса с учетом функциональности мета-
программирования в языке Julia. В частности,
на основе макросов реализован DSL (Domain
Specific Language, предметно-ориентированный
язык) для содержательного описания ком-
партментальных моделей на основе схемы
взаимодействий. Для реализации данного
предметно-ориентированного языка разработа-
ны следующие макросы.

1. Макрос @cmodel. Указанный макрос возвра-
щает компартментальную модель с опре-
деленным количеством компартментов, на-
звания которых определяются символьными
переменными.
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2. Макрос @rule. Данный макрос добавляет
правила взаимодействий для указанной мо-
дели в формате “a + b→ c + d”.

3. Макрос @showrules. Этот макрос выводит
схему взаимодействий для указанной моде-
ли.

4. Макрос @latexrules. Указанный макрос
возвращает описание правил взаимодей-
ствия в формате LaTeX.

Перечисленные макросы предназначены для
создания компартментальных моделей с помо-
щью правил. Предметно-ориентированный язык
позволяет записывать правила для одиночных и
бинарных взаимодействий. Указанные правила
могут иметь следующий формат:
α(a + b→ c + d)
β(a + b→ c)
γ(a→ c)
δ(a→ c + d)

где α, β, γ, δ – коэффициенты интенсивностей
взаимодействий, a, b, c, d – взаимодействующие
компартменты.

Апробация макросов осуществлена с учетом
следующих примеров компарметальных моде-
лей: SIR, SEIR, SIDARTHE, SIRU, SEIRU,
SIDARTHEU.

Поскольку программный комплекс использу-
ет формат символьных переменных Symbolics.jl,
вначале необходимо определить перечень пере-
менных с помощью макроса @variables, напри-
мер:
@variables s i r
Затем с использованием указанных перемен-

ных можно определить модель SIR и добавить
правила переходов:
sir = @cmodel s i r
@rule sir α(s + i→ i + i)
@rule sir β(i → r)
Схема взаимодействий может быть выведена с

помощью макроса @showrules:
@showrules sir
Выведенные правила имеют вид

i + s
α→ 2i;

i
β
→ r.

В схеме взаимодействий SIR-модели со-
держатся два правила. Первое правило (стро-
ка 1) отвечает за взаимодействие типа “хищ-
ник–жертва”, при котором восприимчивый и
зараженный субъекты переходят в состояние
двух зараженных. Второе правило (строка 2)
отвечает за взаимодействие типа “миграция”,

при котором зараженные субъекты переходят в
состояние выздоровевших.

В рамках программного комплекса предусмот-
рена функциональность для построения имита-
ционной модели компартментальной системы.
Указанная модель является дискретной во вре-
мени, а бинарные взаимодействия на каждом
шаге осуществляются в зависимости от вероят-
ности перехода, которая определяется правилом
взаимодействия. Очевидно, что вероятность пе-
рехода прямо пропорциональна интенсивности
перехода и количеству субъектов во взаимодей-
ствующих компартментах. С учетом уравнений
вольной размерности на основе схемы взаимо-
действий. В качестве примеров выбраны задачи
синтеза управляемых моделей (2.1)—(2.3), мож-
но принять, что интенсивность роста (убывания)
численности субъектов в компартменте от одно-

го вида взаимодействий равна as

n∏
i=1

(xs)i, где x –

вектор численностей взаимодействующих ком-
партментов; s – вектор взаимодействий; as – ко-
эффициент интенсивности переходов для векто-
ра s; n – количество компартментов. Для имита-
ционной модели примем, что приближенно вы-
полняется равенство

n∏
i=1

(xs)i = h−1ρs, (3.1)

где ρs – вероятность наступления взаимодей-
ствия; h – размер временно́го шага. Отсюда сле-
дует, что для s-взаимодействия имеет место ра-
венство

ρs = has

n∏
i=1

(xs)i. (3.2)

Формулы (3.1), (3.2) можно использовать для
построения алгоритма реализации имитацион-
ной модели. Алгоритм 1 соответствует n-мерной
компартментальной системе и состоит из следу-
ющих этапов.

Результатом работы алгоритма является набор
траекторий имитационной модели, который мо-
жет быть визуализирован в виде графиков. Для
установления соответствия траекторий с диф-
ференциальными моделями достаточно времен-
ной параметр к единому масштабу. Указанное
соответствие позволяет выполнить сравнитель-
ный анализ двух типов моделей и оценить адек-
ватность имитационной реализации. Алгоритм
является универсальным по отношению к реа-
лизации компартментальных моделей динамиче-
ских систем с произвольным количеством фазо-
вых переменных.
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Аргументы: Матрицы взаимодействий M,
N, количество шагов steps,
начальные условия init

Результат: Траектории модели result
result = [ ];
push!(result, init);
C = M - N;
forall step ∈ steps do

X = result[end];
forall s ∈ C do

if ρs > rand(0, 1) then
X += s;

else
pass;

end
end
push!(result, X);

end
print(result);

Алгоритм 1. Алгоритм имитационного моде-
лирования компартментальных моделей

Важно отметить, что алгоритм позволяет вы-
полнять построение моделей как в управляе-
мом случае, так и в неуправляемом. Реализовать
управление мы предлагаем с помощью callback-
функции, которая реализует события. Указанная
функция в качестве аргументов принимает фазо-
вое состояние системы, время и текущие пара-
метры. На основе полученной информации при-
нимается решение об изменении значений па-
раметров. Далее будут рассмотрены примеры ре-
ализации управления в моделях распростране-
ния эпидемий. Общая схема разработанного про-
граммного комплекса имеет вид, представлен-
ный на рис. 4.

Таким образом, представленное алгоритми-
ческое и программное обеспечение позволя-
ет в рамках расширенного программного ком-

Рис. 4. Схема взаимодействия блоков в программном
комлексе.

плекса символьных вычислений формализовать
компартментальные модели по описанию вза-
имодействий между элементами на специаль-
ном предметно-ориентированном языке, а так-
же предоставляет возможности описания и ре-
ализации управления в моделях указанного ти-
па. Также программный комплекс символьных
вычислений предоставляет возможности авто-
матизированного вывода информации о прави-
лах взаимодействий в формате LaTeX. Пример,
иллюстрирующий использование разработанно-
го программного обеспечения для построения
компарментальных моделей, доступен по адресу
https://github.com/corvuscor/compart_example.

4. РЕЗУЛЬТАТЫ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫХ
ЭКСПЕРИМЕНТОВ И СРАВНИТЕЛЬНЫЙ
АНАЛИЗ ТРАЕКТОРНОЙ ДИНАМИКИ В
ЗАДАЧАХ ИССЛЕДОВАНИЯ МОДЕЛЕЙ

РАСПРОСТРАНЕНИЯ ЭПИДЕМИЙ

В настоящем разделе на примерах трех типов
моделей распространения эпидемий (SIR-
модели, SEIR-модели и SIDARTHE-модели) и
их управляемых модификаций (SIRU-модели,
SEIRU-модели и SIDARTHEU-модели) рас-
смотрены вопросы сравнения имитационных
и дифференциальных реализаций с учетом
управляющих воздействий.

Далее изучим особенности траекторной дина-
мики для имитационной и дифференциальной
реализаций SIR-модели, а также ее управляемо-
го варианта. С помощью разработанного алго-
ритмического и программного обеспечения по-
лучена формализация модели. Результаты с уче-
том выбранных начальных условий и параметров
представлены на рис. 5. Далее всюду сплошны-
ми линиями обозначены траектории имитацион-
ных моделей, штрихпунктирными линиями обо-
значены траектории аналитических моделей.

Согласно полученным результатам наблюдает-
ся корреляция между аналитической и имитаци-
онной моделями. В построенной модификации
модели SIR с учетом управления (модель SIRU)
учитывается переход из компартмента S (вос-
приимчивые) в компартмент R (невосприимчи-
вые) под воздействием управления u. Далее при-
ведем фрагмент программного кода для создания
SIRU-модели с помощью макросов:
siru = deepcopy(sir)
@rule siru u(s → r)
@showrules siru
Указанный программный код модифицирует

копию модели SIR с помощью дополнительного
правила, которое обозначает управление. Схема
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Рис. 5. Траектории имитационной и дифференци-
альной реализаций SIR-модели при s(0), i(0), r(0) =
= (100, 150, 0); α, β = (0.01, 0.5). Сплошной и штрих-
пунктирной линиями обозначены траектории ими-
тационной и аналитической реализаций SIR-модели
соответственно.

взаимодействий для SIRU-модели имеет вид

i + s
α→ 2i,

i
β
→ r,

s
u→ r.

Вектор сноса для модели SIRU имеет вид



−su − isα
−iβ + isα
iβ + su


 .

Траектории для аналитической и имитацион-
ной реализации модели SIRU представлены на
рис. 6.

Траектории, представленные на рис. 6, демон-
стрируют динамику компартментальной моде-
ли для управляемого случая. По умолчанию ин-
тенсивность u перехода между компартментами
восприимчивых и невосприимчивых равна нулю.
В случае если значение s ≤ 140, интенсивность
перехода u возрастает до 8.0. Указанное возраста-
ние u соответствует наличию управляющего воз-
действия, при котором проводится иммунизация
восприимчивых. На рис. 6 введение управления
отмечается перегибом на графике значений s как
для детерминированного, так и для стохастиче-
ского случаев.

Рис. 6. Траектории имитационной и дифференци-
альной реализаций SIRU-модели при s(0), i(0), r(0) =
= (100, 150, 0); α, β, u = (0.01, 0.5, 0). Сплошной и
штрихпунктирной линиями обозначены траектории
имитационной и аналитической реализаций SIRU-
модели соответственно.

Далее рассмотрим особенности траекторной
динамики четырехмерной модели SEIR и ее
управляемого варианта. Модель SEIR задается
следующим программным кодом:
@variables e
seir = @cmodel s e i r
@rule seir α(s + e → e + e)
@rule seir β(e → i)
@rule seir γ(i → r)
Траектории для указанной модели представле-

ны на рис. 7, согласно которому при выбранных
начальных условиях и параметрах наблюдается
корреляция между траекториями имитационной
и дифференциальной моделей.

Отметим, что в случае SEIR-системы имита-
ционная модель является более чувствительной
к изменению начальных условий по сравнению с
аналитической моделью. Указанный факт можно
проиллюстрировать таким изменением началь-
ных условий, при котором количество инфици-
рованных мало, что оказывает влияние на веро-
ятности перехода между состояниями. Соответ-
ствующие траектории с учетом e(0) = 10 приведе-
ны на рис. 8.

Согласно рис. 8 при e(0) = 10 траектории ими-
тационной модели существенно отличаются от
дифференциальной модели, поскольку переходы
между состояниями из-за малого количества за-
раженных происходят реже. Тем не менее в це-
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Рис. 7. Траектории имитационной и дифференциаль-
ной реализаций SEIR-модели при s(0), e(0), i(0), r(0) =
= (100, 100, 0, 0); α, β, γ = (0.01, 0.5, 0.25). Сплош-
ной и штрихпунктирной линиями обозначены тра-
ектории имитационной и аналитической реализаций
SEIR-модели соответственно.

Рис. 8. Траектории имитационной и дифференциаль-
ной реализаций SEIR-модели при s(0), e(0), i(0), r(0) =
= (100, 10, 0, 0); α, β, γ = (0.01, 0.5, 0.25). Сплошной
и штрихпунктирной линиями обозначены траектории
имитационной и аналитической реализаций SEIR-
модели соответственно.

лом по-прежнему наблюдается взаимное соот-
ветствиее между траекториями имитационной и
аналитической моделей.

Далее рассмотрим результаты моделирования
для управляемой SEIRU-модели. Указанная мо-
дель создается на основе SEIR-модели с помо-
щью следующего программного кода:
seiru = deepcopy(seir)
@rule seiru u(s → r)
Результаты моделирования для модели SEIRU

представлены на рис. 9.
По аналогии с SIRU-моделью интенсивность

u перехода между компартментами восприимчи-
вых и невосприимчивых изначально равна нулю.
В случае если значение i ≥ 60, интенсивность
перехода u возрастает до 6.0. Введение управле-
ния можно отследить по изменению графиков
компартментов s и r на начальном этапе. Однако
управление в данном случае не оказывает суще-
ственного влияния на динамику SEIR-системы в
долгосрочной перспективе.

Далее рассмотрим особенности траекторной
динамики модели SIDARTHE и ее управляемого
варианта. Интенсивности переходов для указан-
ной модели в качестве примера определены слу-
чайным образом.

Программный код для определения указанной
модели имеет следующий вид.

Рис. 9. Траектории имитационной и дифференци-
альной реализаций управляемой SEIRU-модели при
s(0), e(0), i(0), r(0) = (100, 100, 0, 0); α, β, γ, u =
= (0.01, 0.5, 0.25, 0.0). Сплошной и штрихпунктирной
линиями обозначены траектории имитационной и
аналитической реализаций SEIRU-модели соответ-
ственно.
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@variables s i d a r t h e
sidarthe = @cmodel s i d a r t h e
@rule sidarthe α(s + i → i + i)
@rule sidarthe β(s + d → i + d)
@rule sidarthe γ(s + a → i + a)
@rule sidarthe δ(s + r → i + r)
@rule sidarthe ζ(i → a)
@rule sidarthe ε(i → d)
@rule sidarthe λ(i → h)
@rule sidarthe θ(a → r)
@rule sidarthe µ(a → t)
@rule sidarthe κ(a → h)
@rule sidarthe η(d → r)
@rule sidarthe ρ(d → h)
@rule sidarthe ν(r → t)
@rule sidarthe ξ(r → h)
@rule sidarthe τ(t → e)
@rule sidarthe σ(t → h)
Траекторная динамика для модели SIDARTHE

представлена на рис. 10. Далее всюду траекто-
рии аналитической модели показаны толстыми
сплошными линиями.

Как и в случае рассмотренных ранее моделей,
для модели SIDARTHE наблюдается сходство
траекторий имитационной и аналитической ре-
ализаций. Численности, соответствующие ком-
партментам, уменьшаются с приближением к ну-
лю, за исключением компартментов h (выздоро-
вевшие) и e (погибшие).

Для управляемого случая, представленного на
рис. 11, рассматриваются три вида управлений:
u1 как интенсивность перехода из s (восприим-
чивые) в h (здоровые), u2 как дополнительная
интенсивность перехода из i (скрыто инфициро-
ванные) в d (лабораторно диагностированные) и
u3 как дополнительная интенсивность перехода
a (явно инфицированные) в r (клинически ди-
агностированные). Условием установления ин-
тенсивностей переходов (u1, u2, u3) = (5, 4, 4) яв-
ляется e ≥ 10.

В целом, управление посредством u1, u2, u3 ока-
зывает существенное влияние на динамику диа-
гностирования болезни. При введении управле-
ния наблюдается всплеск диагностирования бо-
лезни при резком уменьшении недиагностиро-
ванных случаев. Однако рассматриваемое управ-
ление почти не оказывает влияния на динамику
выздоравливания, поскольку на момент устанав-
ливаемых карантинных мер не остается незара-
женных пациентов (s ≈ 0).

5. ОБСУЖДЕНИЕ

Рассмотренные примеры моделей SIR, SEIR
и SIDARTHE демонстрируют возможности раз-
работанного алгоритмического и программно-

Рис. 10. Траектории имитационной и дифферен-
циальной реализаций SIDARTHE-модели при
(s, i, d, a, r, t, h, e) = (50, 50, 50, 50, 50, 0, 0, 0); α, β, γ, δ,
ζ, ε, λ, θ, µ, κ, η, ρ, ν, ξ, τ, σ = (0.352359, 0.218602,
0.322422, 0.303568, 0.308095, 0.298891, 0.0384277
0.359602, 0.345673 0.236463, 0.326316, 0.312761,
0.321541, 0.429833, 0.151676, 0.384773).

го обеспечения для моделирования компартмен-
тальных систем различной размерности и воз-
можности оценки использования управляющих
воздействий в таких системах. Следует отметить,
что в рамках программного комплекса можно
изучать не только эпидемиологические модели,
но и экологические, социально-экономические,
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Рис. 11. Траектории имитационной и дифферен-
циальной реализаций SIDARTHEU-модели при
(s, i, d, a, r, t, h, e) = [50, 50, 50, 50, 50, 0, 0, 0]; α, β, γ, δ,
ζ, ε, λ, θ, µ, κ, η, ρ, ν, ξ, τ, σ, u1, u2, u3 = (0.352359,
0.218602, 0.322422 0.303568, 0.308095, 0.298891
0.0384277 0.359602, 0.345673, 0.236463, 0.326316,
0.312761, 0.321541, 0.429833 0.151676 0.384773, 0.,
0., 0.).

физико-химические и другие модели, базирую-
щиеся на одношаговых взаимодействиях.

Программный комплекс позволяет осуществ-
лять синтез моделей как без управления, так и
с управлением, причем количество управляю-
щих воздействий в общем случае может превы-
шать количество компартментов. Синтез ими-

тационных моделей компартментальных систем
осуществляется на основе сущностного описа-
ния взаимодействий в виде правил перехода меж-
ду компартментами. Рассмотренные имитацион-
ные реализации компартментальных моделей де-
монстрируют динамику, коррелирующую с дина-
микой аналитических реализаций при выбран-
ных начальных условиях и наборах параметров.
Согласованность реализаций подтверждается ре-
зультатами, приведенными на рис. 5, 6 для SIR- и
SIRU-моделей, на рис. 7–9 для SEIR- и SEIRU-
моделей, а также на рис. 10, 11 для SIDARTHE- и
SIDARTHEU-моделей.

Следует отметить, что рассмотренные имита-
ционные реализации компартментальных моде-
лей показывают более высокую зависимость от
начальных условий, чем аналитические реализа-
ции. Указанное обстоятельство связано с вероят-
ностной природой переходов между состояния-
ми.

Разработанный программный комплекс поз-
воляет выполнить оценку влияния управляющих
воздействий в компартментальных моделях и вы-
явить новые качественные эффекты, связанные с
управлением. Результаты конструирования эпи-
демиологических моделей с управлением с по-
мощью программного комплекса соответствуют
формальному их описанию в виде систем диффе-
ренциальных уравнений (2.1)–(2.3).

Предложенный предметно-ориентированный
язык для конструирования компартментальной
модели позволяет реализовать лаконичное и лег-
ко читаемое описание схемы взаимодействий
между компартментами, что значительно упро-
щает использование программного комплекса
символьных вычислений исследователями, не
специализирующимися на программировании.

В дальнейшем возможна модификация алго-
ритма реализации имитационной модели в на-
правлении, связанном с использованием различ-
ных параметров вероятностей переходов и с про-
ведением соответствующего сравнения эффек-
тивности. Следует отметить, что алгоритм раз-
работан для потенциально произвольного чис-
ла компартментов изучаемых моделей одношаго-
вых процессов, однако особенности его реализу-
емости могут быть изучены в процессе проведе-
ния серии вычислительных экспериментов.

Предлагаемый в [10] и развиваемый в насто-
ящей работе подход к построению компартмен-
тальных моделей допускает описание не толь-
ко детерминированных, но и стохастических мо-
делей. При описании и изучении стохастиче-
ских моделей эпидемиологии можно использо-
вать ряд результатов, полученных в [31–36]. Про-
цесс стохастизации осуществляется на основе
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метода построения самосогласованных стохасти-
ческих моделей [37, 38]. Детерминированную мо-
дель определяет вектор сноса в уравнении Фок-
кера–Планка, а при стохастизации учитывается
как вектор сноса, так и матрица диффузии [7, 10,
37, 38].

В разработанном программном комплексе су-
ществует возможность автоматизированного вы-
вода схемы взаимодействий в формате LaTeX, од-
нако в качестве перспектив развития программ-
ного комплекса можно отметить создание интер-
активного интерфейса пользователя, создание
блока визуализации графов моделей без управ-
ления и с управлением. Кроме того, теоретиче-
ский и прикладной интерес представляет реше-
ние задач синтеза компартментальных моделей
на базе расширения набора привлекаемых ме-
тодов, например, с применением клеточных ав-
томатов. Также к числу важных задач относится
унификация разработанного программного ком-
плекса с учетом использования инфраструктуры
математических библиотек Julia.

6. ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В настоящей работе развит подход к разработ-

ке алгоритмического обеспечения для символь-
ных вычислений в задачах построения и иссле-
дования управляемых компартментальных моде-
лей динамических систем. Разработанные мо-
дули программного комплекса позволяют ре-
шать задачи формализации многомерных ком-
партментальных моделей с учетом сущностного
описания и возможностей управления, а также
визуализировать результаты в виде графиков тра-
екторий. В качестве преимуществ использования
языка Julia при разработке программного ком-
плекса следует отметить возможности высоко-
производительных реализаций численных мето-
дов, а также возможности удобного инструмен-
тария компьютерной алгебры. В качестве пер-
спективы развития рассмотренного в настоящей
работе подхода к конструированию и исследо-
ванию моделей можно отметить возможность
численного расчета траекторий стохастических
компартментальных систем с управлением. Ре-
зультаты могут найти применение при изучении
управляемых динамических моделей одношаго-
вых процессов.
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The analysis of epidemic spreading processes and the development of the corresponding
algorithmic and software support for their mathematical modeling are important areas of research.
The purpose of this work is to develop tools for symbolic computations in problems of constructing
controlled compartmental models of dynamic systems. As a programming language, Julia is
used in combination with scientific computing libraries. A software package for compartmental
modeling based on schemes of inter-compartment interactions is developed. Several controlled
compartmental models — SIRU, SEIRU, and SIDARTHEU — are constructed and investigated.
Control is implemented in the form of additional rules with variable transition rates. The developed
software complex implements a domain-specific language for compartmental model construction
based on interaction schemes. A simulation algorithm for controlled compartmental models is
proposed. Computational experiments on controlled simulation of epidemic spreading are carried
out, and the trajectory dynamics of the simulation models and corresponding differential models
is analyzed. The results can be useful in modeling epidemiological, ecological, physicochemical,
and other processes with one-step interactions.

Keywords: controlled compartmental models, dynamic systems, computer algebra, compartmental
simulation algorithm, Julia programming language, symbolic computing software
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