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1. ВВЕДЕНИЕ
В работе явно выписан критерий регулярно-

сти особой точки ноль системы линейных диф-
ференциальных уравнений с мероморфной мат-
рицей, а также приведен код в пакете символьных
вычислений, позволяющий проводить проверку
регулярности особой точки для таких систем.

2. ОСОБЫЕ ТОЧКИ ЛИНЕЙНЫХ
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ

И ЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМ
Рассмотрим неавтономную систему линейных

дифференциальных уравнений

ẋ = A(t)x, x ∈ Cn, (2.1)

где A(t) – это матрица коэффициентов ai j(t), i, j =
= 1, . . . , n; функции ai j(t) мероморфны; линейное
дифференциальное уравнение n-го порядка

y(n) + a1(t)y(n−1) + . . . + an(t)y = 0, y ∈ C, (2.2)

где ai(t) – мероморфные функции.
Приведем необходимые определения [1].

Определение 1. Точка τ, в которой матрица
A(t) системы (2.1) имеет полюс, называется особой
точкой системы (2.1).

Определение 2. Точка τ, в которой хотя бы один
из коэффициентов ai(t) линейного уравнения (2.2)
имеет полюс, называется особой точкой уравне-
ния (2.2).

Все случаи легко сводятся к τ = 0 заменой. Да-
лее предполагаем, что особая точка τ = 0.

Определение 3. Особая точка t = 0 системы (2.1)
(или уравнения (2.2)) называется регулярной, если
все решения ϕ(t) системы (уравнения) имеют не бо-
лее чем степенной рост в любом секторе с вершиной
в точке t = 0. Это означает следующее: для любого
решения ϕ в секторе a < arg t < b верно, что

∃CN , r > 0,N ∈ N : |ϕ(t)| < CN/|t|N ,
∀ t : 0 < |t| < r, a < arg t < b.

В остальных случаях особая точка называется
иррегулярной.

Определение 4. Говорят, что система (2.1) име-
ет фуксову особою точку в t = 0, если A(t) имеет
простой полюс в t = 0.

Определение 5. Особая точка t = 0 уравне-
ния (2.2) фуксова, если все функции t ja j(t), j =
= 1, . . . , n, являются аналитическими в точке t = 0.

3



4 ИЛЮХИН, ПАРУСНИКОВА

Способ проверки регулярности особой точки
системы основан на следующей теореме, которая
может быть найдена в [1].

Теорема 1. Особая точка t = 0 уравнения (2.2) ре-
гулярна тогда и только тогда, когда является фук-
совой.

Имеется критерий регулярности для линейной
системы дифференциальных уравнений с матри-
цей A специального вида. Также существуют ал-
горитмы [2,3], позволяющие проверить, является
ли особая точка системы регулярной с помощью
преобразования матрицы системы. Есть работы,
в которых предложены способы сведения линей-
ных систем к специальному виду [4].

Легко видеть, что уравнение (2.2) легко приво-
дится к системе (2.1) с матрицей вида




0 1
. . . . . .

0 1
−an . . . . . . −a1


 (2.3)

с помощью стандартной замены x1 = y, x2 =
= ẏ, . . . , xn = y(n−1).

В данной работе мы записываем еще один кри-
терий регулярности особой точки системы. Он
основан на результате, опубликованном, напри-
мер, в [5]: система (2.1) может быть приведена
к уравнению (2.2).

Предварительная версия этой работы опубли-
кована в [6].

3. КРИТЕРИЙ РЕГУЛЯРНОСТИ
Перейдем к построению линейного преобразо-

вания, приводящего систему к уравнению.
Используем то, что при линейной замене

система приводится к следующему виду
(см. [2], [7]).

Лемма 1. Линейная замена

x̃ = H(t)x

переводит систему (2.1) в линейную систему с
матрицей

Ã = HAH−1 + ḢH−1. (3.1)

Обозначим через hi j, (h−1)i j, ḣi j элементы мат-
риц H,H−1, Ḣ соответственно, а через Hi j – мино-
ры матрицы H.

Применим лемму, доказательство которой есть
в [5].

Лемма 2. Существует линейное преобразова-
ние x̃ = H(t)x, переводящее линейную систему
(2.1) в систему с матрицей коэффициентов (2.3).

Это преобразование строится следующим об-
разом [5]: возьмем t0 – неособую точку систе-
мы (2.1), рассмотрим вектор-функцию вида

q0(t) = α0 + α1(t − t0) + ... + αn(t − t0)n−1, (3.2)

являющуюся векторным многочленом степени
n − 1 с векторными коэффициентами α j ∈ Cn.

Вектор-функции q j задаются формулами вида

q j+1(t) = q̇ j(t) + q j(t)A(t). (3.3)

По строкам матрицы H(t) записаны вектор-
функции q0, q1, ..., qn−1. Коэффициенты α j мо-
гут быть выбраны так, чтобы матрица H(t) была
невырожденной.

Мы вновь иллюстрируем, что эти преобразо-
вания приводят систему (2.1) к системе с матри-
цей вида (2.3). Применяем линейное преобразо-
вание (3.2), (3.3) к системе (2.1) и согласно лем-
ме 1 получаем новую линейную систему с матри-
цей Ã (3.1).

Элементы ã1 j первой строки матрицы Ã вычис-
ляются по формулам

ã1 j =
1

det H

(
ḣ11H j1 + · · · + ḣ1nH jn+

+H j1

n∑
k=1

h1kak1 + · · · + H jn

n∑
k=1

h1kakn

)
=

=
1

det H

(
H j1

(
ḣ11 +

n∑
k=1

h1kak1

)
+ . . .

. . . + H jn

(
ḣ1n +

n∑
k=1

h1kakn

))
=

{
1, j = 2
0, j �= 2

.

Заметим, что выражения ḣ1l +
∑n

k=1 h1kak1 = h2l,
где l = 1, . . . , n, т. е. это элементы второй стро-
ки матрицы H, поскольку строки H получаются
с помощью преобразования (3.3), и вся сумма в
скобках при j = 2 равна определителю матрицы
H, разложенному по второй строке, и равна фаль-
шивому разложению определителя при j �= 2.

Итак, мы получаем, что первая строка матрицы
Ã – это (0, 1, 0, . . . , 0).

Повторяя эту процедуру для следующих
(n − 2)-х строк, получаем матрицу размера
(n − 1) × n вида




0 1
. . . . . .

0 1


 .
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Элементы n-й строки матрицы Ã имеют вид

ãn j =
1

det H

n∑
s=1

(
H js

(
ḣns +

n∑
k=1

hnkaks

))
.

Таким образом, получена новая система ли-
нейных дифференциальных уравнений с матри-
цей (2.3).

Утверждение 1. Особая точка t = 0 линейной си-
стемы дифференциальных уравнений (2.1) регуляр-
на тогда и только тогда, когда f j = t ja j(t) ∀ j =
= 1, 2, . . . , n, являются аналитическими в нуле, где

a j =

n∑
k=1

( n∑
r=1

hnrark

)
(h−1)k j +

n∑
r=1

ḣnr(h−1)r j.

Строки матрицы H(t) – это вектор-функции
q0, q1, ..., qn−1, которые определяются по формулам
(3.2), (3.3). Коэффициенты α j могут быть выбраны
так, что матрица H(t) невырождена.

Доказательство. Непосредственно вытекает из
леммы 2 и теоремы 1.

Приведем явные формулы для проверки крите-
рия для случая n = 2, предполагая, что q0 = (1, 0)
или q0 = (0, 1), и выпишем значения a1 и a2 в част-
ном случае при n = 3, взяв q0 = (1, 0, 0), а осталь-
ные q j(t) = 0.

Утверждение 2. Особая точка t = 0 системы
линейных дифференциальных уравнений второго по-
рядка (2.1) регулярна тогда и только тогда, когда
функции f j = t ja j(t), j = 1, 2, аналитические в нуле.

Если a12 ≡ 0, функции a j определяются как

a1 = −a11 − a22 −
ȧ21

a21
;

a2 = −a12a21 + a11a22 +
a22ȧ21

a21
− a22.

Если a12 �≡ 0, то

a1 = −a11 − a22 −
ȧ12

a12
;

a2 = −a12a21 + a11a22 +
a11ȧ12

a12
− a11.

Замечание 1. Особая точка t = 0 системы ли-
нейных дифференциальных уравнений третьего
порядка (2.1) регулярна тогда и только тогда, ко-
гда функции f j = t ja j(t), j = 1, 2, 3, аналитические
в нуле. При det H(t) �≡ 0, где

det H = a12ȧ13 + a2
12a23 + a12a13a33 − a13ȧ12−

−a13a12a22 − a32a2
13a12,

выражения a1, a2 определяются формулами

−a1(t) det H(t) = −a32a11a2
13 + ȧ13a11a12−

−a13a22a11a12 + a12a33a11a13 + a2
12a23a11+

+ä13a12 − 2ȧ12a22a13 − a2
13ȧ32 + a2

12ȧ23 − a22a2
13a32−

−2ȧ13a32a13 − ä12a13 − a13a11ȧ12 − a32a2
13a33+

+a22a2
12a23 + 2ȧ12a23a12 + 2ȧ13a33a12 + a33a2

12a23+

+a13a2
33a12 − a12ȧ22a13 − a12a2

22a13 + a13ȧ33a12;

a2(t) det H(t) = ä13(a12a22 + a13a32 + a11a12 + ȧ12)+

+2a13ȧ11ȧ12 + 2a2
13ȧ11a32 + a2

13a31ȧ12−

−ä12(a13a33 + a11a13 + a12a23 + ȧ13) + a2
12ȧ23a11−

−a12a2
22ȧ13 + a2

12ȧ23a22 + a3
13a31a32 + 2ȧ13a33ȧ12+

+a33a2
12a23a22 + 2a13ȧ11a12a22 − a22a13a32ȧ13−

−a13ȧ32ȧ13 + a13a2
33ȧ12 − 2ȧ2

13a32 − a2
12a21a13a33−

−a12ȧ22a11a13−a12ȧ22ȧ13−2ȧ12a22ȧ13+a12ȧ23a13a32−
−a12a2

22a13a33+a13a2
33a12a22−a13ȧ32a12a23−a3

12a21a23−

−a32a11a2
13a33 − 3ȧ13a32a12a23 + a33a12a23ȧ12+

+a2
13a12a21a32 + 3ȧ12a23a13a32 − 2a12ȧ11a13a33−

−2a12ȧ11ȧ13 − a12ȧ22a13a33 + a13a2
33a11a12+

+2ȧ13a33a11a12 + 2ȧ13a33a12a22 + a2
13a31a12a22+

+2ȧ12a23a11a12 − a12a13a31ȧ13 + 2ȧ2
12a23−

−a2
13ȧ32a11 − a32a12a23a13a33 + a23a2

13a2
32+

+a12ȧ23ȧ12 + a2
13ȧ33a32 + a13ȧ33ȧ12 + a13a2

12a21a22+

+a13a12a21ȧ12 − a22a2
13a32a11 − a2

13ȧ32a33−

−a2
12a13a31a23 − a32a2

12a2
23 + ȧ12a22a12a23−

−2ȧ12a22a13a33 + a22a11a2
12a23 − a12a2

22a11a13+

+a13ȧ33a11a12+a33a2
12a23a11−a2

12ȧ22a23−2a2
12ȧ11a23−

−a22a2
13a32a33 − 2ȧ13a32a11a13 − a12a2

13a31a33−
−2ȧ12a22a11a13 − ȧ13a32a13a33 + a22a13a32a12a23+

+a13ȧ33a12a22 − a2
12a21ȧ13.

Мы не выписываем функцию a3, она может
быть получена из утверждения 1.

ПРОГРАММИРОВАНИЕ № 1 2025
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Замечание 2. Явные формулы для n > 3 здесь не
приводятся, проверку регулярности можно про-
вести в пакете символьных вычислений, а сами
формулы довольно громоздски уже при n = 3.

Итак, наиболее удобно использовать системы
компьютерной алгебры для проверки критерия,
выписанного выше. Имеется написанный в па-
кете символьных вычислений Wolfram Mathema-
tica [8] код для определения регулярности осо-
бой точки ноль линейной системы дифференци-
альных уравнений произвольного порядка, кото-
рый приведен в Листинге 1. На входе задается по-
рядок линейной системы с мероморфной в нуле
матрицей и сама матрица; на выходе либо сооб-
щение о том, что определитель матрицы H тож-
дественный ноль, либо утверждение о регулярно-
сти (True) или иррегулярности (False) особой точ-

СПОСОБ ПРОВЕРКИ РЕГУЛЯРНОСТИ ОСОБОЙ ТОЧКИ 4

n = . . . ; (∗ вводим размер матрицы∗)
A =
Table [ a [ i ] [ j ] [ t ] , { i , 1 , n} , { j , 1 ,
n } ] ; (∗матрица А в общем виде ∗)
For [ i = 0 , i < n ,
i++, {Alpha [ i ] = {Table [ \ [ Alpha ] [ i ] [ j ] ,

{ j , 1 , n } ] } } ] ;
q [ 0 ] = Sum[ Alpha [ i ] ∗ ( t − t0 )^i , { i , 0 ,

n − 1 } ] ;
For [ i = 0 ,
i < n − 1 , i++, {q [ i + 1 ] = D[ q [ i ] , t ]

+ q [ i ] . A} ]
H =
Table [ q [ i ] [ [ 1 ] ] [ [ j ] ] , { i , 0 , n − 1} ,

{ j , 1 ,
n } ] ;
For [ i = 0 , i < n , i++,
For [ j = 1 , j <= n , j++, \ [ Alpha ] [ i ] [ j ]

= 0 ] ] ;
\ [ Alpha ] [ 0 ] [ 1 ] = 1 ;
I f [ Poss ib leZeroQ [Det [H] ] != False ] ,

"Определитель␣матрицы␣H␣−␣
тождественный␣ноль" ,

DiffH = D[H, t ] ;
InvH = Inverse [H ] ;
f [ k_, n_] :=
Sum[ (Sum[H [ [ n ] ] [ [ j ] ] ∗A [ [ j ] ] [ [ r ] ] , { j ,

1 , n } ] ) ∗InvH [ [ r ] ] [ [ k ] ] , { r , 1 ,
n } ] +

Sum[ DiffH [ [ n ] ] [ [ r ] ] ∗ InvH [ [ r ] ] [ [ k ] ] ,
{ r , 1 , n } ]

F [ i_ ] := Funct ionAnalyt ic [ Simplify [ f [ i ,
n ] ∗ t^ i ] , t , Complexes ]

ForAll [ {For [ i = 1 , i <= n , i++, F [ i ] ] } ,
True ] ]

Листинг 1: Регулярность особой точки системы n-го
порядка

4. Применение полученных результатов

Пример 1. Рассмотрим третье уравнение Пенлеве
(PIII)

где w – решение уравнения PIII .
Повторяя написанное в [10], выпишем одно из фор-

мальных решений данной системы (4.1) при z → ∞
– вектор из формальных рядов Пюизо



wf = z

1
3

(
1 +

∑∞
n=1 anz

− 2n
3

)
,

vf = z−
2
3

(
−1 +

∑∞
n=1 Anz

− 2n
3

)
.

Сначала приведем систему (4.1) к стандартному
виду z−py′ = f(z, y) с помощью преобразования

t = z−
1
3 , vf (x) =

1

t
(y1(t) + 1), wf (x) = t2(y2(t)− 1).

Тогда y = (y1, y2)
T удовлетворяет системе

−t3
d

dt

(
y1
y2

)
=

=

(
3 + (2− 3β)t2(y1 + 1) + 3(y1 + 1)2(y2 − 1)
3 + (3β − 4)t2(y2 − 1)− 3(y1 + 1)(y2 − 1)2

)
,

старшее слагаемое разложения в ряд Лорана по t
вблизи нуля матрицы линеаризации правой части ко-
торой на указанном выше решении имеет вид

(
−6 3
−3 6

)
.

Итак, после линеаризации имеем следующую си-
стему с мероморфной в нуле матрицей:

d

dt

(
y1
y2

)
=

(
6
t3

−3
t3

3
t3

−6
t3

)(
y1
y2

)
.

Применяя преобразование H к матрице A(t), полу-
чаем, что f1 = ta1(t) = 3 – аналитическая в нуле, но

f2 = t2a2 = −27

t4
+

18

t2
+

6

t
в нуле имеет полюс, по-

этому t = 0 является иррегулярной точкой старшего
слагаемого ряда Лорана линеаризации преобразован-
ной системы (4.1) на ее частном решении.

Заметим, что в работе [11] доказано, что при αβ �=
0, δ = −β2/2, т. е. при β2 = 2, учитывая уже наложен-
ные в данном примере ограничения, ряд y2 является
расходящимся.

Листинг 1. Регулярность особой точки системы n-го
порядка

ки, если заложенное преобразование H невырож-
дено.

4. ПРИМЕНЕНИЕ ПОЛУЧЕННЫХ
РЕЗУЛЬТАТОВ

Пример 1. Рассмотрим третье уравнение Пен-
леве (PIII):

w′′ =
(w′)2

w
− w′

z
+

1
z

(αw2 + β) + γw3 +
δ

w
,

где α, β, γ, δ – произвольные комплексные пара-
метры; z и w – независимая и зависимая перемен-
ные соответственно.

Уравнение PIII при значениях параметров
α = 1, γ = 0, δ = −1 эквивалентно [9] нелинейной
системе дифференциальных уравнений первого
порядка вида

{
zw′ = z + (1 − β)w + zw2v,
zv′ = 1 − (2 − β)v − zwv2,

(4.1)

где w – решение уравнения PIII .
Повторяя написанное в [10], выпишем одно из

формальных решений данной системы (4.1) при
z→ ∞ – вектор из формальных рядов Пюизо:





w f = z
1
3

(
1 +

∑∞
n=1 anz−

2n
3

)
,

v f = z−
2
3

(
−1 +

∑∞
n=1 Anz−

2n
3

)
.

Сначала приведем систему (4.1) к стандартно-
му виду z−py′ = f (z, y) с помощью преобразования

t = z−
1
3 , v f (x) =

1
t

(y1(t) + 1),w f (x) = t2(y2(t) − 1).

Тогда y = (y1, y2)T удовлетворяет системе

−t3 d
dt

(
y1
y2

)
=

=

(
3 + (2 − 3β)t2(y1 + 1) + 3(y1 + 1)2(y2 − 1)
3 + (3β − 4)t2(y2 − 1) − 3(y1 + 1)(y2 − 1)2

)
,

старшее слагаемое разложения в ряд Лорана по t
вблизи нуля матрицы линеаризации правой ча-
сти которой на указанном выше решении имеет
вид (

−6 3
−3 6

)
.

Итак, после линеаризации имеем следующую
систему с мероморфной в нуле матрицей:

d
dt

(
y1
y2

)
=

( 6
t3

−3
t3

3
t3

−6
t3

)(
y1
y2

)
.
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Применяя преобразование H к матрице A(t),
получаем, что f1 = ta1(t) = 3 – аналитическая в

нуле, но f2 = t2a2 = −
27
t4 +

18
t2 +

6
t

в нуле имеет по-

люс, поэтому t = 0 является иррегулярной точкой
старшего слагаемого ряда Лорана линеаризации
преобразованной системы (4.1) на ее частном ре-
шении.

Заметим, что в работе [11] доказано, что при
αβ �= 0, δ = −β2/2, т. е. при β2 = 2, учитывая уже
наложенные в данном примере ограничения, ряд
y2 является расходящимся.

Пример 2. Рассмотрим систему уравнений

ż =

(
8t2 t
1
t2 t2

)
z.

Здесь

a12 �= 0, a1 = −9t2 +
2
t
, a2 = −

1
t
+ 8t4 − 2t − t2.

Функции f1 = −9t3+2, f2 = 8t6− t4−2t3+ t – ана-
литические в нуле, следовательно, особая точка
t = 0 регулярная.
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