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В работе предложен метод вычисления частичных сумм некоторых кратных числовых рядов, возника-
ющих в процессе нахождения результанта многочлена и целой функции. Степенные суммы корней, 
участвующие в данной формуле, возможно найти без нахождения самих корней системы с помощью 
символьного алгоритма, использующего рекуррентные формулы Ньютона. Алгоритм, реализующий 
предложенный подход вычисления частичных сумм кратных числовых рядов, реализован в системе 
компьютерной алгебры Maple. Приведены примеры нахождения частичных сумм некоторых классов 
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1. ВВЕДЕНИЕ
Исследование систем алгебраических уравнений 

является классической задачей. Частью ее является 
задача исключения неизвестных. Для двух перемен-
ных и систем из двух уравнений она решается с по-
мощью результанта Сильвестра. Для систем из боль-
шего числа уравнений хорошо известна классиче-
ская схема исключения неизвестных, но она, как 
правило, является весьма трудоемкой. В настоящее 
время общепринятым методом исключения неиз-
вестных является метод базисов Гребнера, создан-
ный в работах Бухбергера и его учеников.

Модифицированный метод исключения неиз-
вестных из систем алгебраических уравнений в Cn  
возник в работе Л.А. Айзенберга [1]. Основная идея 
метода заключается в нахождении степенных сумм 
корней системы с помощью формулы многомерного 
логарифмического вычета, не вычисляя самих кор-
ней, а затем в использовании классических рекур-
рентных формул Ньютона для построения резуль-
танта. В отличие от классического метода исключе-
ния он менее трудоемок и не увеличивает кратности 
корней. Дальнейшая его разработка продолжена 
в монографиях [2, 3, 4]. В качестве приложений этой 
теории были рассмотрены системы нелинейных 
уравнений, возникающие в химической кинетике и 
зависящие от параметров.

Во многих прикладных задачах [5] возникают 
также неалгебраические системы уравнений, состо-
ящие из экспоненциальных многочленов, т.е. из 
функций конечного порядка роста. Для систем не-
алгебраических уравнений, множество корней ко-
торых, как правило, бесконечно, степенные суммы 
корней в положительной степени, вообще говоря, 
являются расходящимися рядами. Но степенные 
суммы корней в отрицательной степени часто явля-
ются сходящимися. Возникает задача об их вычис-
лении через коэффициенты Тейлора функций, вхо-
дящих в систему. Это вычисление можно осуще-
ствить с помощью вычетных интегралов. Тем самым 
возник метод нахождения сумм кратных числовых 
рядов, основанный на использовании вычетных 
интегралов, связанных с системой уравнений. В ра-
ботах [6, 7, 8] на основе данного метода найдены 
суммы некоторых классов кратных числовых рядов, 
ранее отсутствовавших в известных справочниках.

Отметим, что метод вычисления сумм кратных 
числовых рядов, представленный в данной статье, 
существенно отличается от метода вычетных интег-
ралов, рассмотренного в работах [6, 7, 8]. Наш под-
ход основан на использовании формулы для резуль-
танта многочлена (или целой функции с конечным 
числом нулей) и целой функции, полученной в ра-
ботах [9, 10]. Данная формула не требует значения 
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корней исследуемых функций и представляет собой 
некоторое комбинаторное выражение. Вычисляя 
результант многочлена и целой функции двумя раз-
ными способами, удается получить соотношение 
для кратных числовых рядов. В качестве второго 
способа нахождения результанта выбирается фор-
мула для произведения одной функции в корнях 
другой. В данной статье мы приводим примеры вы-
числения сумм некоторых типов кратных числовых 
рядов, ранее отсутствовавших в известных справоч-
никах. Они выражаются через известные специаль-
ные функции, такие как функция Бесселя. Однако, 
не всегда аналитически удается выразить сумму 
кратного числового ряда через известные величины. 
Для некоторых кратных числовых рядов, суммы 
которых могут быть вычислены предложенным ме-
тодом, другие методы их вычисления на данный 
момент неизвестны. Описанию предложенного ме-
тода и посвящена настоящая статья.

2. ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ СВЕДЕНИЯ
Для данных многочленов f и g классический ре-

зультант R( f, g) может быть определен различными 
способами с использованием определителя Силь-
вестра, способа Безу–Кэли или формулы для про-
изведения
	 ( )

( ){ }
( )

: =0

, = .
x f x

R f g g x∏

Подробный обзор работ, относящихся к классиче-
скому результанту и его обобщениям, можно найти 
в [10].

Напомним классические рекуррентные формулы 
Ньютона для многочленов. Они связывают между 
собой коэффициенты многочлена и степенные 
суммы его корней.

Пусть

	 ( ) 1
1 1= .m m

m mP z z c z c z c−
−+ + + +

Обозначим через 1 2, , , mz z z  его корни (среди 
них могут быть и кратные). Определим степенную 
сумму корней

	 1 0= , , = .k k
k mS z z k S m+ + ∈ 

Степенные суммы Sk и коэффициенты cj связаны 
между собой классическими рекуррентными фор-
мулами Ньютона:
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В работах [11, 12] предложены метод и символьный 
алгоритм вычисления многомерных рекуррентных 
формул Ньютона.

Рассмотрим систему уравнений, состоящую из 
двух многочленов f (z) и g (z) степеней m и n соответ-
ственно:
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Теорема 1 ([9]). Результант R(  f, g) системы мно-
гочленов вида (1), где m= 2, вычисляется по формуле
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где степенные суммы Sj корней многочлена  f (z) 
определяются рекуррентными формулами Ньютона.

Теорема 2 ([10]). Результант R(  f, g) системы мно-
гочленов вида (1), где m= 3, вычисляется по формуле
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(3)

Осуществив в (2) (соответственно, в (3)) предель-
ный переход по n, получаем утверждение о резуль-
танте относительно многочлена (или целой функции 
с конечным числом нулей) и целой функции.

Теорема 3 ([9, 10]). Пусть g(z) — целая функция 
на комплексной плоскости C вида

	 ( ) 2
0 1 2= ,n

ng z b b z b z b z+ + + + + 

а f(z) — многочлен вида (1) при m= 2 (или соответ-
ственно при m= 3). Тогда результантом R(  f, g) явля-
ется выражение (2) (соответственно выражение (3)), 
в котором необходимо выполнить предельный пе-
реход по n.

Здесь следует отметить, что ряды, получающиеся 
при предельном переходе по n в правых частях фор-
мул (2) и (3), абсолютно сходятся ввиду того, что 
bk — это коэффициенты разложения целой функции.

Замечание 1. Отметим, что такие задачи, как 
вычисление результанта двух многочленов или вычис-
ление степенных сумм системы уравнений, тесно свя-
заны с теорией симметрических функций. Современные 
системы компьютерной алгебры общего назначения, 
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такие как Maplesoft Maple, Wolfram Mathematica и сво-
бодно распространяемая система SageMath, содержат 
пакеты, позволяющие эффективно проводить вычис-
ления с симметрическими многочленами и на основе 
этого решать такие задачи, как вычисления резуль-
танта. Тем не менее ценность результатов, приведен-
ных в теоремах и в том, что там предлагаются явные 
выражения для вычисления результанта через коэффи-
циенты многочленов и их степенные суммы.

3. ОСНОВНОЙ РЕЗУЛЬТАТ
Целью данной работы является программная 

реализация формул (2) и (3). При определенном 
выборе многочлена  f (z)  и целой функции g(z) в фор-
муле для результанта в теореме 3 мы получаем крат-
ные числовые ряды. Задача о нахождении частичных 
сумм данных кратных числовых рядов есть предмет 
нашего исследования. Таким образом, задача о вы-
числении кратных числовых рядов, не возникающих 
при вычислении результанта в теореме 3, остается 
открытой задачей. Отметим, что имеется большое 
число способов вычисления результанта двух мно-
гочленов в различных системах компьютерной ал-
гебры [13]. Наш подход к построению результанта 
позволяет находить частичные суммы рассматрива-
емых рядов, что является особенно важным в случае, 
когда корни функций не известны.

Алгоритм вычисления частичных сумм кратных 
числовых рядов был реализован в среде Maple 2016 
64bit. Полный код программы, реализующий фор-
мулы (2) и (3), доступен по адресам https://github.
com/aakytmanov/Resultant2n, https://github.com/
aakytmanov/Resultant34n. Вычисления производи-
лись на машине Intel Core i7-4790 (3.6 GHz) c 32 Gb 
RAM под управлением Windows 10 Pro x64 22H2. 
Время счета для приведенных ниже примеров со-
ставило менее 1 секунды.

Пример 1. Рассмотрим систему уравнений
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Поскольку в данной задаче в разложении целой 
функции g(z) присутствуют лишь коэффициенты 
при нечетных степенях, то формула для результанта 
из теоремы 3 примет вид:
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Используя данное соотношение и определение ре-
зультанта в виде формулы для произведения, полу-
чим
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Здесь
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Таким образом,
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(4)

Известно [14, формула 5.2.10.5], что
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где 0(2 )J ab  — функция Бесселя 1-го рода и 

0(2 )I ab  — модифицированная функция Бесселя 
1-го рода (функция Бесселя мнимого аргумента). 
Следовательно, мы можем выразить сумму кратного 
числового ряда следуюшим образом:
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Частичные суммы выражения в левой части равен-
ства (4) могут быть получены с помощью предло-
женного алгоритма. Например, используя входные 
данные

получим
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Пример 2. Рассмотрим систему уравнений
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Если z1, z2, z3 — нули многочлена  f (z), то, используя 
определение результанта в виде формулы для про-
изведения, получим

	 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3
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Применяя формулы Виета для кубического много-
члена  f (z), получим

	 ( )2 1 2 3= = 0.a z z z− + +

Таким образом, R(  f, g) = 1. Вычисляя теперь ре-
зультант R(  f, g), используя теорему 3, получим со-
отношение (см. [10])
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В данном примере ни один из кратных числовых 
рядов не может быть выражен через известные ве-
личины. Однако, используя предложенный алго-
ритм, частичные суммы выражения в левой части 
могут быть найдены. Например, используя входные 
данные

получим
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В работе предложен компьютерно-алгебраиче-

ский подход к вычислению частичных сумм кратных 
числовых рядов, возникающих при вычислении 
результанта многочлена и целой функции. Разрабо-
таны и программно реализованы символьные алго-
ритмы, один из которых вычисляет степенные 
суммы корней по рекуррентным формулам Нью-
тона, а второй на основе вычисления результанта 
позволяет находить частичные суммы некоторых 
классов кратных числовых рядов. Рассмотрены при-
меры вычисления таких рядов.
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ON CALCULATING PARTIAL SUMS OF MULTIPLE NUMERICAL SERIES 
BY METHODS OF COMPUTER ALGEBRA
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A method to calculate partial sums of some multiple numerical series arising when searching for the resultant of 
a polynomial and an entire function is proposed. One can apply a symbolic algorithm that uses recurrent Newton 
formulas to find power sums of roots included in this formula without finding the very roots of the system. The 
algorithm that implements the proposed approach to calculate partial sums of multiple numerical series is imple-
mented in Maple. Examples of using this algorithm to find partial sums of some classes of multiple numerical 
series are given.
Keywords: multiple numerical series, power sums of roots, recurrent Newton formulas, methods of Computer 
Algebra
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